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PREFACE 


Efl  préjxir'inl  h-\  /rço/is  dr  Mrf//>)t/>//of//>'  iinitliriiKitKIUP 
à  rU/iivc/.'sifé  dr  G'f/id,  pour  l'anuci'  1912-13,  n<ji/s  tirions 
prévK  Kii  chapitre  co/isarré  à  }  ciiiploi  di's  mntricrs  et  drs 
déterminants.  Mais  au  rnonnnt  de  V exécution,  le  temps 
nous  fit  défaut  pour  arriver  jusqu'à  ce  point. 

J.a    utètnc    chose  se    produisit   en    1913-1  i. 

Pour  être  assuré  de  ne  pas  être  pris  encore  au  dépourvu 
nous  nous  étions  proposé  de  traiter  le  sujet  comme  pre- 
mier chapitre  de  notre  Cours  d'Alyphre  eti   l9iUI5. 

Cette  fois  ce  fut  un  ol)Stacle  d'un  tout  autre  ordre  qui 
empêcha  la  rétdisation  de  nos  projets.  Par  contre  nous 
neûmes  que  trop  de  loisirs  pour  pousser  et  développer 
ces  recherches  ;  et  celles-ci  ont  ainsi  atteint  la  taille  d'un 
volume. 

Nous  présentons  au  public  cet  ouvrage  sous  le  titre 
Algèbre  à  deux  dimensions,  parce  que  notre  pensée  domi- 
nante a  été  d'exploiter  autant  ciue  possible  Ir  fait  que  les 
matrices  et  les  déterminants  ont  longueur  et  largeur  et 
se  prêtent  à  des  applications  quand  on  les  considère  dans 
ces  deux  sens. 

Nous  avions  songé  d'abord  à  Vintituler  Algèbre  excep- 
tionnelle ou  conditionnelle  ou  restrictive  à  cause  du  genre 
de  problèmes  traités.  En  effet,  on  pourrait  diviser  V Algèbre 
en  trois  grandes  parties,  savoir  l'Algèbre  directe  ou  étude 
des  opérations  de  calcul  ;  puis  l'Algèbre  inverse  ou.  théorie 
des  équations  ou  étude  des  quaiitités  qui  doivent  être  com- 
binées par  les  opérations  de  calcul  de  manière  à  obtenir 
un  résultat  donné  ;  et  enfin  l'étude  des  cas  exceptionnels 
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que  présentent  les  deux  premières  parties,  et  qui  se  ramè- 
nent en  dernière  analyse  à  la  seule  opération  impossible, 
la  division  par  zéro. 

Ces  exceptions  ou  cas  particuliers  ne  se  présentait  que 
moyennant  des  conditions  entre  les  coefficients  des  poly- 
nomes  considérés.  Qiion  ne  croie  pas  ces  problèmes  parti- 
culiers dénués  d'intérêt,  ni  même  de  généralité,  bien  qffc 
ce  dernier  mot  ait  quelque  chose  de  paradoxal:  une  droite 
et  une  surface  étant  prises  au  hasard,  le  contact  est  un 
phénomène  excejHionnel,  et  cependant  la  théorie  des 
tangentes  est  une  théorie  générale. 

Nous  prévenons  toutefois  Ir  lecteur  qu'il  trouvera  ici 
des  développe rnenls  où  le  caractère  de  cas  particuliers  est 
plus  marqué  que  dans  les  théories  algébriques  habituelles. 
Par  compensation  nous  croyons  devoir  creuser  davantage 
la  solution  des  questions  traitées.  Il  ne  suffit  pas  que  la 
possibilité  d'une  solution  ait  été  établie  et  ramenée  à  un 
nombre  fini  d'opérations  connues.  Nous  adopterons  un 
point  de  vue  plus  effectiviste  et  tâcherons  d'exprimer  les 
éléments  de  la  solution  des  problèmes  au  moyen  de 
matrices  ou  de  déterminants. 

Enfin  un  dernier  caractère  de  notre  travail  est  sa  forme 
en  apparence  géométrique.  En  apparence  seulement,  car 
tout  ce  qui  suit  est  de  l'algèbre  pure,  mais  l'interprétation 
géométrique  est  si  familière  et  si  utile  qu'il  serait  maladroit 
de  nous  priver  d'un  tel  secours. 

Le  contenu  du  travail  est  formé  en  partie  de  recherches 
originales  et  inédites,  en  partie  de  résultats  nous  apparte- 
nant mais  dé/à  publiés,  et  enfin  de  choses  connues,  mais 
nécessaires  à  l'intelligence  de  l'ensemble  et  exposées  sous 
leur  formée  usuelle  ou  sous  une  formée  neuve;  nous  préci- 
serons dans  chaque  chapitre.  La  compréhension  de  notre 
travail  n'exige  que  la  connaissance  de  l Algèbre  élémen- 
taire y-compris  la  théorie  des  Déterminants. 

Nous  avons  publié  déjà  un  volume  sur  des  sujets  appa- 
rentés. Cinq  Etudes  de  Géométrie  .-malytique,  Gand,  Van 
Goethem,  1908  :  nous  citerons  cet  ouvrage  en  abrégé  par 
les  mots  Cinq  Études. 
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Notre  premier  chapitre  ri-après  donne  des  généralités; 
sur  les  ?}}(ïtriees  e(  porte  le  plxs  rrtupreinfe  de  In  destina- 
tion, pritnilive  du  travail,  celle  de  /on/ter  un  chapitre  de 
méthodologie. 

Les  df'ur  chapitres  sul)sctj//f/i/s  sont  consacrés  à  des 
exemples  d'applications  géométriques  de  la  théorie  des 
.matrices. 

Les  théories  d'élimination  et  d'/ncanan/ologie  occupent 
ensuite  les  chapitres   jusqu'à  l'arant-dernicr. 

Le  dernier  contient  des  /  onsidéra/ions  s//r  la  définition 
des  courbes  gauches  algébriques  et  leur  représentation  par 
des  matrices. 


GendfjiiHjge.lez-Ginid ,    le   10  septembre   1919. 


TABLE  DES  MATIÈRES 


Préface i 

Chapitre  I.  —  Les  matrices 1 

Chapitre  II.  —  Congruence  de  cubiques  gaucli(?s  .     .  36 

Chapitre  III.  —  Autre  coagruence  de  cubiques  gauclies  40 

Chapitre  l\'.  —  Courbes  algébriques  gauclies  représen- 

tables  par  des  matrices 59 

Chapitre  V.  —  Opérations  conduisant  à  des  matrices  68 

Chapitre  VI.  —  Elimination  d'une  inconnue  entre  plu- 
sieurs é(|uations 80 

Chapitre  VII.  —  Matrices  invariantes  .....  99 

Chapitre  VIII.  —  Systèmes  doublement  et  triplement 

infinis  de  courbes  planes  et  de  surfaces      .      .      .  132 

Chapitre  IX.  —  Eliminer  un  paramètre  d'une  matrice  167 

Chapitre  X.   —    Variétés    algébriques    de    dimensions 

exc(>ptionnellt's 187 

Chapitre  XI.  —  Intersection  de  trois  coniques     .     .  204 

Chapitre  XII.   —  Courbes  gauches  algébriques      .      .  212 


CHAPITRE  I. 

Les  Matrices. 

1.   La  notion  de  déterminant  s'est  inirodnito  à  roecasion^ 
des  équations  linéaires  L'id(''('  d'écrire 

h\         h,    '   -  «1  ^'-^  -  '<-^  ^'i 

n'a  d'abord  que  la  valeur  d'une  notaiion  i)ariiculi''remeut 
heureuse. 

Mais  la  théorie  ne  pouvait  prendre  tout  son  déveloi)pement 
tant  qu'on  ne  voyait,  dans  le  tableau  de  gauche,  que  h;  polynôme 
qu'on  en  peut  extraire.  En  d'autres  termes,  le  tableau  imaginé 
pour  représenter  le  polvnome  n^h.^  —  a.^b^  qui  est  le  déter- 
minant développé,  no  devient  un  outil  vraiment  précieux  (jue  si 
l'on  sr(b.s/ie7it  de  le  dévelo])per. 

A  partir  de  ce  moment,  lec(mcepi  se  «lédonble  :  on  considèi'e, 
d'une  part  la  matrice 

et  d'autn;  pai't  le  (tétermimtnt  'i^^'i — "\^>i  qu'on  peut  en 
extraire. 

La  notion  se  généralise  instantanément;  on  a  le  matrice  à 
m  lignes  et  a  colonnes,  et  l'on  peut  en  extraire  autant  de 
déterminants  à  -  lignes  et  colonnes  (r  -<  ra,  -  <c  11)  (ju'i!  y  a  de 
combinaisons  de  m  lignes  -  à  r  et  de  n  coloimes  -  à  -. 

Alors  on  s'aperçoit  bientôt  nue  la  matrice  n>présente  encore 
autre  chose  que  tous  ces  déterminants.  Qu'on  se  rapp-dle  notam- 
ments  les  laits  de  géométrie  analytique  se  traduisant  par 
l'r'vanouissement  d'un  <léterminant  ou  des  déterminants  d'une 
matrice  rectangulain.»  (trois  i)lans  ayant  une  droite  commune, 
(piatre  plans  ayant  un  point  commun,  etc.);  ces  faits  subsistent 
(|uand  on  multiplie  les  éléments  d'une  ligne  ou  colonne  par  un 
même  facteur,  bien  (jue  cette  opération,  eliectuée  sur  une 
matrice  générale,  altère  les  déterminants  qu'on  en  extrait. 


2.  Pour  montrer  la  même  cliose  sur  un  exemple  plus  précis 
et  plus  simple,  reprenons  le  tableau 

«1  Cl., 

La  connaissance  de  ces  quatre  nombres  et  de  la  place  qu'ils 
occupent  entraine  celle  de  toute  fonction  donnée  de  ces  quatre 
nombres,  en  particulier  du  rapport  de  tr^  à  a.^  divisé  par  le 
rapport  de  Aj  à  h^  ;  et  ce  résultat  demeure  inaltéré  quand  on 
multiplie  une  ligne  ou  une  colonne  par  un  même  facteui-.  Et 
ceci  est  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'une 
ponctuelle,  dont  les  deux  premiers  sont  pris  pour  origines  et 
dont  le  troisième  et  le  quatrième  ont  respectivement  i)0ur 
coordonnées  liomogènes  ft^,  a.^  et  />,,  A^  ;  car  le  rapport  anliar- 
monique  est  le  quotient  des  rapports  de  section  du  3''  (H  du  4*^ 
relativement  aux  deux  premiers. 

Appelons  k^  :  k.,  ce  rapport  anliarmonique  : 

^  _  ^       ?^ 
n.,  k..        h.. 


dou 


r/j  (I.,  (ly  Â'i    /^J 


0 


Ainsi  la  matrice 


l'y         l'i 


représente  un  rap])ort  anliarmonique;  celui-ci  est  le  rapport  dos 
nombres  par  lesquels  il  faut  multiplier  les  éléments  de  la 
seconde  ligne  ou  colonne  pour  que  le  déterminant  s'annule. 

3.  G.  V.  Staudt  a  appelé  jet  de  ([uatre  points  un  groupe  de 
quatre  points  d'une  droite,  individualise-  au  point  de  vue  projec- 
tif,  en  ce  sens  que  deux  jets  sont  équivalents  si  les  groupes  de 
quatre  points  sont  projectifs. 

G.  Kolm  appelle  coordonnées  homogènes  du  jet  les  quan- 
tités ky,  k^  définies  ci-dessus  et  cette  notion  se  généralise.  Ainsi 
b;  jet  de  cinq  points  d'une  droite,  0,  0',  A  {a^a.j^  ),  B  [b^.  b.^  ), 
■C{Ci,  c.^  )  a  pour  coordonnées  homogènes  les  quantités  k^  k.^  k^ 


telles  que  les  déterminanls  à  ([uatre  éléments  extraits  de  la 
matrice  suivante  s'annulent 

Par  exemple  encore,  soient  cinq  points  d'an  plan,  dont  trois 
■quelconques  non  alignés;  i)renons  les  trois  premiers  0,  0',  0 
pour  sommets  du  triangle  de  référence,  et  soient  a-^^.  b^,  c^  et 
«2-  ^2-  ^2  l*^s  coordonnées  homogènes  des  deux  derniers  ;  le  jet 
de  ces  cinq  points  est  représenté  \mv  la  matrice 

^'i      f'i      ''i 
a.j,      b.,      c, 

et  a  poiu-  coordonnées  les  quantités  A',,  A^.  /,'.j  par  lesquelles  il 
faut  multijjlier  les  éléments  de  la  seconde  ligne  i)Our  que  les 
trois  déterminants  s'annulent.  Ainsi,  cette  même  matrice  con- 
sidérée dans  le  sens  des  lignes  ou  des  colonnes,  représente  soit 
cinq  points  d'une  droite,  soit  cinq  points  d'un  plan,  (l 

4.  L'exemple  précédent  se  prête  à  tles  extensions  immédiates 
et  montre  qui!  y  a  intérêt  à  séparer  la  notion  de  matrice  de  la 
considération  des  déterminants  (pi'on  en  peut  extraire. 

Pour  atteindre  au  dernier  terme  de  l'abstraction,  dans  l'étude 
d'une  matrice  à  >)i  lignes  et  /?  colonnes,  il  faut  envisager  celle-ci 
comme  un  symliole  comj)ortant  la  connaissance  de  7)în  élément 
et  leur  arranfiemenl  en  m  lignes  de  ?i  éléments.  Conformément 
à  ce  qui  se  fait  dans  d'autres  théories,  on  convient  alors  de 
l'égalité  de  deux  matrices  quand  elles  sont  égales  terme  à  terme, 
ce  qui  emi)éche,  même  dans  une  matrice  carrée  à  moins  qu'elle 
ne  soit  symétrique,  d'intervertir  les  lignes  avec  les  colonnes.  On 
conviendra  d'une  addition  terme  à  terme  et  d'une  multiplication 
analogue  à  celle  des  déterminants,  mais  un  peu  différente  toute- 
fois et  en  général,  non  commutative.  Nous  reviendrons  plus  loin 
à  ce  calcul  SYmbolique  des  matrices. 

5.  Mais,  de  l'i'galité  et  de  l'addition  svmbolii[ues  et  conven- 
tionelles  de  deux  matrices,  résulte  qu'une  matrice  ne  peut  être 


'1)  Le  lecteur  peut  s'exercer  H  prouver  i|ue  le  jet  de  cIik)   points   d'un 
■plan  est  aussi  le  jet  des  cinq  points  sur  la  conique  qu'ils  déterminent. 
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nulle  que  si  tous  les  éléments  le  sont.   Il  v  a  là  une  contradic- 
tion  avec   un   modo   d'éci'iture   assez   usuel,   lequel   pose   par- 
exemple 

<U  ((.,  (I.> 

7  ^  7  ■*  ,-^       Il     =     0 

pour  exprimer  que  l'on  a 

"l  <'■!      I     __  ^h  ".^  I    _     !        <h  ^:i      '     _    n^^^ 


/>i        />2  b^        b-^    !         \     b.^        h 


0 


3 


et,  dans  ce  cas,  tout  déterminant  obtenu  en  adjoignant  une 
ligne  d'éléments  arbitraires  est  évidemment  nul  aussi;  même 
l'emarque  pour  une  matrice  nulle  quelconque  ayant  moins  de 
colonnes  que  de  lignes  et  à  laquelle  on  adjoint  des  colonnes. 

Cette  contradiction  n'est  pas  bien  grave,  parce  que,  le  plus 
souvent,  le  contexte  indique  quelle  notation  est  choisie.  Si  l'on 
veut  toutefois  s'affranchir  de  tout  inconvénient,  il  suffit  d'intro- 
duire la  notion  de  rang  d'une  matrice. 

Une  matrice  est  dite  de  j^ing  r  quand  tous  les  iléterminants 
à  plus  de  r  lignes  qu'on  en  peut  extraire  sont  nuis,  un  au  moins 
des  déterminants  à  '•  lignes  étant  différent  de  zéro.  Dans 
l'exemple  précédent,  on  l'crit  donc 

"i        "-^        ^^-i    I  I 

'     bl       b;       bl   '   ^^"^  1 

pour   indiquer  que  tous  les  éléments  ne  sont  pas   nuls,   mais 


(1)  Cuilis,  Matrices  and  Determiiioïds,  Cambridge  1913,  appelle  deler- 
minoï'le  la  somme  des  déterminants  extraits  d'une  matrice  (à  plus  de 
colonnes  que  de  lignes  p.  ex.)  et  atlectés  de  +  ou  —  suivant  que  les 
numéros  des  colonnes  utilisées  ont  une  somme  impaire  ou  paire.  Ainsi  le 
déterminoïde  de  la  matrice  ci-dessus  est  (ai  ^2  —  a^  ^i)  —  («i  f>-^  —  «3  f>i)  + 
(03^3  — 0362);  c'est,  visiblement  le  déterminant  obtenu  en  faisant  précéder 
la  matrice  d'une  ligne  d'éléments  1  (ou  de  plusieurs  lignes  pareilles'. 

En  trigonométrie  plane,  on  a.  entre  les  éléments  d'un  triangle, 

a  h  c 

si't  A      sin  B      sin  C 

comme  exercice  on  peut  l'aire  suivre  cotte  matrice  d'une   ligne  de  con- 
stantes telles  que  a^,  b^,  c'^,  ou  cos  A,  cos  B.  cos  C,  ou  sin- A,  sm^  B,  sin^C, 
etc;  on  a  chaq^ie  fois  un  déterminant  nul;  ces  déterminants  développés 
doiuient  donc  des   identités  entre  éléments  du  triangle.  Remarque  ana. 
logue  en  frigonojn<'>tri<^  i^phérique. 


que  les  trois  déterminants,  a^  h-^  —  a.,,  A^.  a^  h ^^  —  a^  f\_ 
" i  ^'i  —  "s  ^'i  sont  nuls,  'l 

6.  Mais  ce  n'est  pas  à  cette  lliéoi'ic  abstraite  des  matrices  que 
nous  voulons  nous  arrêter  pour  le  moment.  Nous  préférons 
indiquer  d'abord  quelques  chapitres  de  géomiHrie  où  la  notation 
des  matrices  se  montre  utile. 

Le  lien  de  la  théorie  avec  celle  des  vecteurs  est  connu  ;  les 
projections  du  produit  vectoriel  G  =  P.X  1''  de  deux  vecteurs 
P,  P\  sur  les  axes  coordonnés  sont  les  déterminants  extraits 
de  la  matrice  suivante,  avec  un  changement  de  signe  pour  le 
déterminant  des  colonnes  1  et  :>, 

,c        y        z 

t  >  F 

.r         1/         z 

où  œ,  //,  z  sont  les  projections  coordonnées  de  P  ot  ./•',  //',  :;' 
celles  de  P'.  (2  ' 

A  ceci  se  rattache  un  chapitre  considérable  de  la  géométrie  de 
{"espace,  où  la  droite  est  considérée  comme  élément. 

^'isiblement  la  droite  indéfinie  est  déterminée  par  un  vec- 
teur ê  placé  sur  la  droite  et  par  le  moment  de  ce  vecteur  relati- 
vement à  l'origine (3'.  Prenons,  pour  point  de  départ  et  extrémité 


(1)  Lictrcice  :  on  a  identiquenieiit.  si  x,  y,  5  ne  sont  pas  tous  nuis. 


•r- 

un 

m  z 

./•// 

y- 

!'' 

xz- 

\i'- 

^   } 

et  les  déterminants- à  (juatre  éléments  extraits  de  cette  matrice  carrée 
donnent  toutes  les  identités  quadratiques  en  x'^,  y'^,  :-'^.  ay,  xz,  yz  (car  une 
telle  identité  doit  contenir,  dans  un  terme,  ou  bien  [>.  ex.  x'^  X  y'^  et  alors 
elle  .se  complète  par  —  [xy'^)  ;  ou  bien  x'^,  t,  ~-  et  elle  se  complète  par  — 
(■ry)  {xs)  ;  quant  à  x'^  X  «2/  il  devrait  se  réduire  avec  un  term^;  contenant 
■  xr^.  etc. 

(2)  La  notation  vectorielle  est  l'objet  de  nombreux  essais  de'  coordi- 
nation ;  nous  prenons  ici  celle  de  l'Encyclopédie,  t.  1\'  :  J.  Matsau  écrit 
.M  P  P'  et  appelle  ce  produit  vectoriel  le  moment  de  Ppar  P'  ;  il  a  été  peu 
suivi  à  cause  de  la  faible  dispersion  de  ses  publications.  Pour  la  liaison 
(les  uec<eur5  avec  les  q uatey^nio ns  xn'ir  aussi  Encyclop.  t.  IV. 

(3)  Voir  les  passages  de  l'Encyclop.  t.  IV  où  il  est  question  du  vecteur 
^'lissant;  aussi  A.  Donoulin,  Mémoire  sur  l'application  d'une  méthode 
vectorielle  à  divers  i^ystèmes  de  droites.  F^vuxelles,  Paris  1894;  ./.  Massou, 
•Cinématique,  Gand  1913,  p.  176. 
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du  vecieur  edeux  points  de  coordonnées  rectangulaires  respec- 
tives X,  y,  z  et  x',  ]/,  C-'  La  connaissance  du  vecteur  ê  et  de  son 
moment  relatif  à  l'origine  équivaut  à  celle  de  leurs  projections, 
savoir  x'  —  ./%  y'  —  y,  :■'  —  ^^  et  les  déterminants  extraits  de  la 

matrice 

;     rc        y        z 
■'■  =  ^     X'        y'        :.'       ' 

ces  six  quantités, ou  coordonnécsdeladroite,sont  surabondantes, 
car  la  droite,  on  le  sait,  dépend  de  quatre  constantes.  Mais 
d'abord  si  le  vecteur  (Test  remplacé  par  k"ë,  la  droite  est  la 
même  et  les  six  coordonnées  sont  multipliées  ]3ar  k,  dont  il 
faut  connaître  seulement  les  cinq  rapports  mutuels,  et  l'on  a  en 
réalité  un  système  de  coordonnées  homogènes.  Ensuite  on  a  la 
relation  identique 

'  X  — x'    y  —  y'     z  —  :• 

X  >i  z        1=0, 

x'  'y'  z'       I 

donc  la  connaissance  de  quatre  des  cinq  rapports  entraine  celle 
du  cinquième. 

On  donne  plus  de  symétrie  à  ces  formules  en  introduisant  dès 
l'abord  les  coordonm-es  homogènes  x,  y,  :■,  u;  x',  y',  :•',  ii'  :  la 
droite  est  donc  détinie  par  les  déterminants  de  la  matrice  jj.  et  par 
les  quantités  x'ii  —  xu',  y'u  —  yu',  z'a  —  zu',  donc  en  somme 
par  les  six  déterminants  exti'aiis  de 

./•         y         z         II 

x'        y'        :■'        u'      ' 

la  notation  suivante  est  encore  plus  commode, 

;7-,  X,  X,,  X, 

.'/i      y-i     y-i      yi  -  ' 

les  points  x  {jc^,  x.^,  x^,  œ^)  et  y  {y^,  y.^,  y.^,  y^  )  sont  deux  i)oints 
arbitraires  de  la  droite.  On  peut  aussi  définir  une  droite  par  deux 
plans;  le  principe  de  dualité  fournit  donc  un  nouveau  système 
de  coordonnées  homogènes  de  la  droite. 

7.  Les  coordonnées  homogènes  de  la  droite  sont  donc 
les  rapports  mutuels  des  six  quantités 

pih  =  XI  y  k  —  xhyi    a,  h  =  i,  2,  ;3,  4) 


entre  lesquelles  on  a  une  identité  quadratique.  Pour  établir  cette- 
identité,  observons  que  deux  droites  xy,  ei  zu  d'un  même  plan 
Y<'rifient  la  relation 

jVc        iii        Ci        u;       -=  U     {i  =  1,2,  a,  4); 

en  dtl'vcloppanl  ce  déterminant  par  le  théorème  de  Laplace 
suivant  les  deux  premières  colonnes,  on  a  (qik  étant  les  coor- 
données de  la  droite  zii), 

Pi2  'lu  +  Pli  'hi  +  Pli  <i%',  -^  l'y,  'lu  -f  Ihi  'In  -f  Pm  <hi  =  '^  ; 

ceci  est  donc  ré'alisé  quand  les  deux  droites  se  coupent. -i!)r, 
comme  toute  droite  se  coupe  elle-même,  on  a 

Réciproquement  lors(|ue  six  (piantités  jjik,  non  toutes  nulles,, 
vérifient  cette  relation,  elles  définissent  une  droite,  car  en 
faisant  y^  =^  i  •  et  //_,  :  //.j  :  //^  =  py,  :  py^  :  p^,  on  a  un  point  du 
plan //i,  à  moins  que  j'^^j.  ^yj,, /;^j  ne  soient  tous  nids;  comme 
une  des  quantités  pjik  difîère  de  zéro,  on  peut  toujours  trouver 
deux  points  définissant  la  droite  dans  deux  plans  coordonnés.  H 

On  fait  un  pas  de  plus,  et  de  grande  imjiortance  en  observant 
ceci  :  les  rap])orls  mutuels  de  six  quantités  sont  les  coordonnées 
liomogènes  d"un  point  dans  l'espace  à  cinq  dimensions.  Mais 
tous  les  points  de  cet  espace  ne  répondent  pas  à  des  droites  de 
l'espace  ordinaire,  car  il  faut  satisfaire  à  la  relation  quadra- 
tique (.r).  Or  ceci,  dans  l'espace  à  cinq  dimensions  est  l'équation 
d'une  liypersurface  du  second  degré  ou  (juadrique.  Donc,  les 
droites  de  V espace  o?'dinaire  sont  rapportées  unidétermi- 
naticemeni  au.r  points  d'une  quadrique  de  Vesnace  à  cititj 
dimensions,  -i 


(1  La  relation.  (.S")  entre  six  déterminants  extraits  d'une  matrice  à  deux 
lignes  et  à  quatre  colonnes  est  identique  à  la  relation  utilisée  dans  la 
théorie  des  formes  binaires,  {ah)  {cd) -{- {ac)  {db)  —  (ad)  (bc)  =  Q .  Nous 
avons  montré  \L En-ieiyn^meni  rnalhém.  1906  p.  28."5)  les  rapports  de  oes 
formules  avec  l'identité  de  Papi)us,  le  théorème  de  Ptolémée,  etc.  —  I  ne 
remarque  évidente.  pik^=  — phi  a  conduit  certains  auteurs  à  utiliser,  poul- 
ies systèmes  de  droites,  une  symboliijue  où  l'échange  des  indices  s'accom- 
pagne d'un  changement  de  signe,  tandis  que  la  symbolique  habituelle  des 
formes  algébriiiues  «,)-^)"  +  -->  '— («i-'^i  +^0  vg  -f...)"  suppose  ain  =  -|-  ohi. 

(2J  Suivant  une  communication  verbale  de  A.  DemouUu,  on  peut  faire 
une  proje-ti'in  sréréoi'Taphi'iue  (le  cette  quadrique:  alors  on  a  un  espace 


Enfin,  au  lieu  des  coordonnées  Jiomogènes  ci-dessus,  on  peut 
choisir  des  fonctions  linéaires,  indépendantes  entre  elles,  de  ces 
■coordonnées,  donc  faire  une  transformation  linéaire  dans 
l'espace  à  cinq  dimensions.  Mais  alors  l'expression  de  la 
(juadrique  (.3")  se  transforme  et  l'on  clierclie  la  transformation 
la  plus  intéressante:  celle-ci  est  fournie  par  la  propriété  de 
toute  forme  quadratique  de  pouvoir  être  convertie  en  une 
somme  de  carrés. 

8.  Au  moyen  de  ces  représentations  de  la  droite,  on  étudie 
surtout  les  systèmes  triplement  infinis  de  droites  ou  com- 
plexes, représentés  chacun  par  une  seule  équation  ;  on  les 
classe  suivant  leur  degn''  n  quand  cette  équation  est  algébrique; 
a  est  \ ordre  du  cône  du  complexe  de  sommet  arbitraire,  donc 
le  nombre  des  rayons  menés  dans  un  plan  t:  par  un  point  P, 
donc  aussi  la  classe  de  la  courbe  enveloppée  par  les  rayons  du 
complexe  situé  dans  le  plan  n;  ainsi,  pour  tout  complexe 
algébrique,  l'orrfre  est  égal  à  la  classe. 

Les  intersections,  totales  ou  partielles  de  deux  complexes 
donnent  des  congruences  de  rayons  ;  de  trois  complexes  des 
surfaces  réglées;  quatre  complexes  ont  généralement  un  nom- 
bre fini  de  rayons  communs.  En  particulier  quatre  complexes 
linéaires  ont  en  commun  deux  rayons,  à  cause  de  l'identité 
quadratique, 

}>Vi  P.n  +  Pi:.  Vil  +  VuPti   ==   <'; 

par  suite  trois  complexes  linéaires  ont  on  commun  un  système 
réglé  du  second  ordre. 

Pour  une  congruence  algébrique  de  droites,  Vordre  est  le 
nombre  de  rayons  issus  d'un  point,  la  classe  est  le  nombre  de 
rayons  du  système  situés  dans  un  plan.  Ces  deux  nombres 
peuvent  difîc'rer  :  on  sait,  par  exemple,  que  les  bisécantes  d'une 
cubique  gauche  forment  une  congruence  de  rayons  d'ordre  1 
et  de  classe  :>.  (i) 


linéaire  :\  <|uarre  dinieiisions;  mais  ceci  raïuène  simplemeiir  aux  é(juat.ioiis 
d'une  droite  x  -^  as  +  p,  //  ^  bs  -|-  q,  où  a.  b,  p,  q  sont  les  coordonnées 
non  homofrènes  de  la  dmite.  Les  coordonnées  homogènes  ont  l'avantage 
de  la  symétrie;  aussi  leur  usage  est  très  fréciuent  5  cf.  E.  Bertini,  Intro- 
dnzione  alla  geonietria  degli  iperspazi. 

(1)  Pour  la  bibliographie  des  complexes  et  congruences.  v.  E.  Pascal, 
Repert.  1*^  étiit.  t.  II. 
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\'oici  une  propriété  de  deux  congruences  du  premier  ordre, 
't\  el  C3  (1)  :  elles  peuvent  toujours  être  transformées  l'une 
dans  l'autre  par  une  transformation  birationnoUe.  Car  soient 
deux  faisceaux  de  plans  projectifs  /^  et  /^  ;  soient  -^  et  t.^  deux 
systèmes  plans  projectifs  :  un  point  P^  du  premier  est  sur  un 
rayon  r^  de  C\  ;  le  point  correspondant  P.^  est  sur  u)i  rayon  r., 
de  6'^  (les  plans -j  et -^  doivent  donc  être  choisis  non  excep- 
tionnels). On  a  ainsi  une  correspondance  entre  )\  ef  'i\.  Uji 
point  Ml  de  l'espace  est  dans  un  plan  du  faisceau  /^  et  sur  un 
rayon  r^  ;  à  celui-ci  répond  un  rayon  ;\,  rpii  perce  en  M.^  le  pion 
de  /a  l'épondant  au  plan  (/^  M-^^  ),  La  correspondance  {My,  M.,  ) 
est  la  transformation  cherchée  :  si  M^  décrit  r^,  M.^  décrit  r^. 

La  portée  de  ce  résultat  est  de  transporter  l'étude  des  con- 
gruences de  premier  ordre  dans  celle  des  transformations  ;  son 
intérêt  pour  nous  résulte  du  fait  que  la  transformation  peut  se 
représenter  par  une  matrice. 

9.  Matrices  de  formes  algébriques.  —  Pour  fixer  les 
idées,  exprimons  par  la  noialion 

M  A,         //.,         /'..         h,        --  (I 


"l 

"1 

":^ 

"t 

^ 

1'. 

'': 

l>. 

<'i 

(' , 

f:^ 

^\ 

que  tous  les  déterminants  à  neuf  éléments  extraits  de.  la  matrice 
jIVi  sont  nuls.  Cela  revient  à  dire  qu'il  y  a  une  même  relation 
linéaire  entre  les  éléments  des  quatre  colonnes,  et  un  faisceau 
de  relations  linéaires  entre  les  éléments  des  trois  lignes. 

En  prenant  pour  éléments  de  la  matrice  M  des  formes  liné- 
aires ternaires  (les  premiers  membres  de  12  équations  de  droites 
dans  un  plan),  voyons  pour  combien  de  points  du  plan  la 
matrice  JW  s'évanouit.  Le  problème  est  résolu  depuis  plus  d'un 
demi-siècle  :  S.  lioberts  a  clierché  même  les  conditions  plus 
générales  pour  que  n  équations  linéaires  à  n  -f-  k  inconnues 
homogènes  aient  oo'-'  solutions,  loisque  les  coefficients  dépen- 
dent d'autres  variables.  Mais  sous  cette  forme  la  théorie  est 
moins  féconde,  parce  que  le  système  d'équations  où  les  inconnues 
sont  maintenues  est  moins  maniable  que  la  matrice. 


(1)  Signalée  à  i:otre  attention  par   une  comninuication  nianuscrite  de 
L,.  Godeux'x. 
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Reprenons  le  problème  :  si  M  est  nu]le,.les  4  déterminants 

le  sont.  Réciproquement,  si  les  deux,  premiers  s'évanouissent,  il: 
V  a  une  même  relation  linéaire  entre  : 

les  éléments  des  colonnes  1,  2,  3  de  M 
et  les  éléments  des  colonnes- 1,  2,  4  de  M, 

donc,  ou  bien  une  même  relation  linéaire  entre  les  éléments  des - 
colonnes  1,  2,  3,  4  et  Af  ==  0  ; 

ou  bien  plus  d'une  relation  linéaire  entre  les  éléments  des- 
colonnes  1,  2  et  alors 

il     "^       "■'    '■ 
éii   =  ''     Aj        /^ 

Ainsi  le  système 


{ 


équivaut  a 


M  m  =  (). 


Or  les  deux  premières  «''quations  sont  celles  de  deux  cubiques- 
jjlanes  qui  ont  neuf  points  communs  ;  un  nombre  ;j.3  inconnu  de 
ces  points  annule  M,  un  nombre  \)..^  annule  m,  et  l'on  a 


pareillement 


<).,  =  3-  —  ') 


•j..,  =  2- 


i    5 


et  ;->-i  est  le'nombre  de  ])oints  qui  annulent  CyCin^.  ou  ;a^  =  1.. 

Donc 

[j..,  =  S'  —  2'  4-  1   =  (1. 

Cette  formule  est  valable  pour  le  cas  le  plus  général,  car.  on 
peut  supposer  les  droites  a.^,  h^,  c.^  sans  point  commun.  Alors  on 
peut  disposer  des  droites  «3,  b-^,  Cg,  a^,  1)^,0^,  de  façon  que  pour 
les  trois  points  \'..y,  le  déterminant  \  a^  a^  (li  i  prenne  des  valeurs 
assignées  [non  nulles.  Généralement  donc  les  points  [i..^  ne 
coïncident  pas  avec  des  points  [x.^.  Toutefois  dans  des  cas  excep- 
tionnels, des  points  annulant   une    matrice  peuvent  venir  iv^ 
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coïncider,  ou  <"'tre  en  nombre  infini  sur  une  ou  j)lusieurs  lignes. (i) 
Pour  une  matrice  à  /  lignes  et  ^  -|-  1  colonnes  on  a  la  formule 

''■'  ^  2 

qui  s'établit  par  induction  complète  on  utilisani  l'identité 

,^         _  Ul+_})  _  (^+1)  (1  +  2) 
2  ■•* 

c'est  une  formule  de  sommation  de  l^  —  (/  —  1)-  -j-  (^  —  2)-  — 
{l  —  3)-  -{-...;  elle  est  remarquable  en  ce  sens  que  la  suite  finit 
par  +  r-  ou  par  —  1-  suivant  la  parité  de  l,  et  néanmoins  la 
somme  est  la  même  dans  les  deux  cas.  '-) 

10.  Il  n'est  pas  nécessaire  «pie  tous  les  éléments  de  la 
matrice  M  soient  linéaires  en  ./"i,  x.^,  .v.^  pour  que  l'on  puisse 
traiter  la  question  ci-dessus.  Mais  ils  doivent  être  de  degré  tel 
que  les  déterminants  extraits  de  la  matrice  soient  «les  fonctions 
homogènes  de  œ^,  x^,  ôc^.  Or  on  vérifie  que  ce  cas  se  présente 
quand  les  éléments  de  M  sont  de  degré  m  -\-  ph,  l'indice  i 
gardant  la  même  valeur  dans  chaque  ligne,  et  k  la  môme  valeur 
dans  chaque  colonne  ;  alors  tout  déterminant  extrait  de  M  par 
sup]jression  d'une  colonne  est  homogène  et  de  dogré 

^Zn  4-  ^p  —  pk. 


(1)  Pour  plus  amples  Jéraiis,  voir  uos  ('l/,q  Etud-^s  de  Géom.  anal,  p   5 
et  suiv. 

2)  On  la  démontre  aussi  en  groupann  les  ternies  par  <leux  ;  la  suite 
commenL-e  alors  par  ^^  —  Z  —  1)2  c'est-à-diie  l  +  il  —  l),  puis  (Z  —  2,^ — 
(/_3;3..-,  ,7— 2)  + (/  — 3;,...  et  finit  par  1- =  1  ou  par  2-'  — 1^  =  2  +  1. 
On  peut  déduire  de  là  une  formule  analogue  :  puisque 

Z  i/  -f  1)    .2/  +  1) 
r:  -^  {l  —  li3  4-  (/  _  2  ^  +  ...  =  -. — ~ 

et  que        f^  -    i  —  l;--2  +    /  -  2;-2  —  ...  -=  -, 

on  a,  par  soustraction  et  en  divisant  par  2, 

/  —  i]  ù    /  -  I 

U   _    1  2    ^    (/   _    'A  -i   -I-    ...    = 

0 

Z  (Z  +  1)  (/  +  2) 
pareillement  l'^  -^  [l  —  2r  +  •■■  =  -. 


>h  +  Pi 

"l       1      Pi 

71,    +    Pi 

n-i  +  j>t 

^^3    +    Pi 

«3     1     Ih 

—  V^  — 

Par  exemple,  chaque  élément  étam  di-signé  par  son  dcgnv 
on  a 

'^i  +  Ih        ^1  +  Pi   ]• 
n-j.  +  }h        n-i  -h  Pi. 

^h    +   P:^  ^'':.    -T   Pi 

Dans  ce  cas  le  nombre  des  poinis  qui  annulent  une  matrice  à 
/  lignes  et  /  -}-  1  colonne  est  donné  par  la  formule 

à  cause  de  l'usage  qui  sera  fait  de  cette  formule  dans  des 
chapitres  ultérieurs,  nous  reproduisons  ici  la  démonstration  de 
nos  Cinq  Etudes.  Nous  supposons  la  formule  démontrée  pour 
une  matrice  à  l  lignes  et  /  +  1  colonnes  et  nous  adjoignons 
deux  lignes  de  formes  d'ordres  A'  ^-j^A  et  A^'  +p/<  (/i  =  1,  •^, ..., 
/-f-l)-  Soient  ;j.i  le  nombre  de  points  annulant  cette  nouvelle 
matrice  et  [t.  le  nombre  correspondant  à  la  matrice  initiale  à 
/  lignes  et  Z-]-  1  colonnes.  On  aura,  comme  plus  haut. 

;x,  -f-  a  =  [In  +  !•/.  +  N)  [In  +  ï;>  +  A^'' 


d'oïl 


..,  =  (ï;.  +  1,.  +  A')  (Ï//.4-  '-P  ^  X')  -  ^^'i  -,  - 
lu'  —  Ip  1,,  —  lp,p,. 

et,  après  quelques  calculs, 

,;.,  =  !>.;>,  +  ïp^  +  ly>  C-n  +  A'+  A^')  +  1^,  n,  + 

(A— iV)  !■>/  +  XX'- 

résultat  conforme  à  la  formule  qui  donne  ;j.,  sauf,  comme  on 
devait  le  prévoir,  que  les  rôles  des  p  et  des  ri  sont  intervertis. 
Supj)Osons  à  présent  que  les  éléments  soient  des  formes 
quaternaires,  homogènes  en  œ^,  œ.^,  cc.^,  .r^.  En  y  joignant 
a:^  =  ^or;^-\-{jX.i-\-'i'J^s,  c'est-à-dire  l'équation  d'un  plan,  on 
trouve,  comme  ci-dessus,  a  points.  Donc  l'évanouissement  de  M 
représente  en  général  une  infinité  simple  de  poinis,  telle  qu'il 
yen  a  ;j.  dans  tout  plan,  donc  M  =  0  repi^ésenle  une  courbe 
gauche  d'ordre  ;a. 
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On  peut  aussi  trouver  le  getue  de  cette  courbe  en  fonction 
des  n  et  des  p,  la  formule  est  compliquée,  (l) 

Si  les  variables  sont  des  coordonnées  langcntiellcs,  J/  =  () 
représente  une  développable  déclasse  a. 


1 1 .   Reprenons  la  mati'ice  à  éléments  linéaires  en  x^,  .r.,,  JC-^,x^, 

Il     <'i        "i        "^        "i  il 
.17         p     l'y         b.^        h.^        Aj    || 

\<        (-1  ^i  '■:<  ''i      '1 

et  cherchons  combien  de  points  annulent  cette  matrice  et  en 
même  temps  la  matrice  partielle 


m  ^ 


Il   «-1      'i  \\ 


c'est-à-dire  cherchons  le  nombre  des  intersections  d'une  courbe 
M  du  sixième  ordre  et  d'une  courbe  m  du  troisième,  tracées  sur 
une  même  surface  cubi(iue 

"i        <'i        "^    ! 

A,  h,         h,     I    =.  0. 

'        ''l  ^i  *':{      ' 

Appelons  y.,,  ce  nombre  do  points.  Les  points  communs  à  m 
et  à  M,  le  sont  aussi  à 

),l    =^   {\  et  I      (It^    ":^    ((i    1   =   0, 

et  ces  derniers  sont  au  noml)re  de  :>  X  -^  =  "-'• 

Réciproquement,  pour  ciiacun  des  points  communs  à  la  courbe 
m  et  à  la  surface   |  a.^^  k.^  <( ^   |  =  0,  il  y  a  : 

un  faisceau  de  relations  linéaires  entre  les  éléments  des 
colonnes  1  et  2  de  M, 

et  une  relation  linéaire  entre  les  éléments  des  colonnes  1,  3,  1 
de  M. 

(1)  Pour  liiiléiiionstratioii,  vo'ii- Cou/  h'iuries.  G.  Z.  Giainbelli  nous  avait 
écrit  (lu'il  avait  trouvé  cette  formule,  sans  nous  la  comiiuini(|uer  ;  nous  lui 
avons  envoyé  notre  résultat:  il  a  reconnu  ijue  nous  étions  parvenu  sasis 
secours,  mais  la  priorité  lui  appartient. 

Si  un  ])oinc  est  un  point  swwle  sur  chacune  des  variétés  annulant  les 
éléments  de  la  matrice,  il  est  multiple  d'ordre  [i.  pour  la  matrice  (démon- 
stration comme  plus  haut). 
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(  )r,  ou  bien  cette  dernière  relation  linéaire  api)artient  au 
faisceau  en  question,  et  alors  il  v  a  une  même  relation  linéaire 
entre  les  éléments  des  colonnes  1,2,3,4,  c'est-à-dire  que  il/ =  0; 

ou  bien  les  éléments  de  la  colonne  1  ont  plus  qu'un  faisceau 
de  relations  linéaires  (par  ex.  rr/^-l- sOi-\-  tc\-^0,  rVcj  4- 
s'ùi  -j-  Ccj^  =  (t  et  une  troisième  r'V/j  -j- s'b^  -\-  i"c\  =  0-  qui  ne 
se  tire  pas  par  combinaison  linéaire  des  autres,  de  sorte  que 
\  r  s  (  \  =  0)  et  alors  «j  =  b^^  Cy  =  0,  ce  qui  arrive  pour  un 
seul  ])oint.  Ainsi 

<  >n  étend  au  cas  de  l  lignes  et  /  -j-  1  colonnes,  et  l'on  a 

M-/ .7  +  1    =  (^+1)   X   ^  -  V/-1. 

'•'l  —  l  étant  ie  nombre  de  ])oints  qui  annulent  une  matrice  de 
formes  linéaires  quaternaires  à  ^  —  2  colonnes  et  /  lignes,  c'est- 
à-dire  deux  colonnes  en  plus  que  de  lignes. 

12.  Prenons  par  exemple  une  matrice  de  quinze  formes 
linéaires  en  x^,  x.^,  ^3.  •'i"i, 

fi^       ((.,       a.^       (I ^       (1;    ! 
N  -        h,        Ik,        />,,        ]>,        A,       . 
Cl        c,       a,        (\        Cr,    j 

Elle  s'annule  pour  un  nombre  généralement  fini  7.^  de  points  ; 
ceux-ci  annulent  aussi 


(1)  I   ^'1  a.,  a.   I        et  a^  ".^  a.,  «^ 

Réciproquemeni.  jjour  tout  point  qui  annule  cette  dernière 
matrice  et  ce  déterminant,  il  v  a 

une  relation  linéaire  pour  les  colonnes  1.  2,  r, 
une         »  Il  »       »  "  1.  2,  3,  4, 

donc,  ou  bien  une  relation  linéaire  pour  1rs  colonnes  1,  2,  3, 
4,  .^  et  alors  A'==  0, 

ou  bien  une  infinité  de  relations  pour  les  colonnes  1,2. 

Donc  des  points  annulant  les  expressions  (1)  et  qui  sont  en 
nombre  3  x  ^^  d  fî^»>t  défalquer  ceux  qui  annulent 


—  \r>  — 

•or  tous  ceux  qui  uniuilent  //i,  annulent   |  a^  /'.,  (i-^  j,  mais  quel- 
•ques-uns  seulement  annulent   i  «^  r/j  a^  a^  \  et  ceux-là  seuls  sont 
■  à  défalquer.  Leur  nombre  est,  d'après  un  résultat  précédent, 
U.23  =  s  :  ainsi 

V;,  =  •!    X    <i  —  y-i,   =    10, 
■et  d'une  manière  générale, 


l  X 


•) 


i~\  i 


Remplaçons  ici  \i-ii_Y)i  i)ar  l'expression  trouvée  précédem- 
mont  :  il  vient 

U    =  7,  ô  r    .'/  —  •,'■ 

■c'est  une  formule  de  réduction  pour  7/  :  elle  donne 


'/ 


1^-^(1-  -^r 


(  )ii  a  une  formule  de  réduction  tout  aussi  facile  pour  ;j.^  (/  -f  i), 

iii  +  \y      {i-iYi  . 

-  -/^  +  2(^-2)^  +  ...  =  '  ^  .r      ■ 

Des  formules  analogues  se  trouvent  pour  ces  nombres  quand 
les  éléments  des  matrices  sont  d'ordre  >u  -\-  ])k.  La  méthode  est 
la  même  et  la  généralité  des  formules  s'établit  j)ar  induction 
■(complète  (voir  Ci)îg  Eludes). 

13.  .letons  un  coup  d'œil  sur  les  extensions  possibles. 

D'abord  la  dillérence  entre  le  n^mbredes  lignes  etdes  colonnes 

peut  surpasser  2,  mais  alors,  pour  qu'il  y  ait  des  valeurs  des 

variables  annulant  la  matrice,  en  général,  il  faut  qu'il  y  ait])lus 

•de  quatre  variables  homogènes.  G/'ométriquemcnt,  on  doit  se 

placer  dans  un  espace  à  plus  de  trois  dimensions. 

Ensuite  on  peut  se  demander  pour  combien  de  systèmes  de 
valeurs  des  variables,  supposées  en  nombre  suffisant,  s'annulent 
Uous  les  premiers  mineurs  d'une  matrice. 

Enfin  voici  le  problème  le  plus  général  de  ce  genre  résolu  par 
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G.  Z.  Giambclli  [Mem.Ist.Lomb.  190})  :  les  variables  l'iant  eit- 
Dombre  suiîisant,  combien  de  valeurs  de  ces  variables  annulent 
tous  les  déterminants  d'un  certain  ordre  extraits  d'une  matrice 
de  formes  de  degré  quelconque,  et  annulent  en  même  temps  une- 
matrice  partielle  extraite  de  la  matrice  àonnce?  , 

G.  Z.  Giambelli  entame  directement  ce  problème;  aussi  il  lui 
faut  une  grande  abstraction  de  raisonnement  et  un  appareil 
imposant  de  notation.  Son  eflort  est  admirable,  mais,  par  sa 
généralité  même,  le  résultat  est  peu  utile.  Car  les  formules  ne 
sont  applicables  que  dans  le  cas  le  plus  général;  or  à  la  hauteur 
où  la  question  est  portée,  c'est  déjà  un  atlaire  considérable  de 
savoir  quand  ce  cas  général  est  réalisé. 

Au  contraire  en  s'élevant  de  degré  en  degré,  on  doit  démon- 
trer bien  plus  de  formules,  mais  on  est  en  possession  du  procédé 
régressif  (dû  ;"i  A.  Brill)  ;  au  lieu  d'appliquer  les  formules 
générales,  on  applique  le  procédé  à  chaque  cas  particulier  et  si 
l'on  se  trouve  en  j)résence  d'une  exception,  on  en  est  averti  au. 
cours  du  calcul.  En  ellet  dire  qu'une  matrice  de  formes  quater- 
naires s'annule  pour  une  courbe  gauche  n'est  pas  vrai  toujours  : 
ce  peut  être  pour  une  surface,  ou  pour  une  surface  accompagnée 
d'une  courbe;  ce  dernier  cas  se  réalise  notamment  si  tous  les 
éléments  delà  matrice  ont  un  facteur  commun. 

14.  Pour  l'étude  d'une  courbe  gauche  la  repi'ésentation  par 
une  matrice  a  ceci  de  facile  que  la  notation  a  longueur  et 
largeur;  sa  structure  dans  les  deux  sens  donne  des  résultats 
géométriques. 

Soit  par  exemple  la  cubique  gauche  annulant  la  matrice- 
de  six  formes  linéaires 

((x  tl'x  f'"x 

Ir^         Ijx         b"x 

Les  lignes  de  la  matrice  ont  un  faisceau  de  relations  linéaires; 
donc  la  courbe  est  le  lieu  des  points  par  on  passent  des  faisceaux 
de  plans  homologues  de  deux  gerbes  projectives,   c'est-à-dire 
le  lieu  des  points  de  rencontre  des  rayons  homologues  des  deux, 
gerbes.  Les  points  qui  annulent  une  ligne  sont  les  centres  des- 
gerbes  et  sont  sur  la  courbe. 

Les  colonnes  de  la  matrice  ont  une  même  relation  linéaire. 
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donc  la  courbe  est  le  lieu  dos  intersections  des  plans  liomologues- 
de  trois  faisceaux  projectifs. 

Les  points  qui  annulent  une  colonne  sont  sur  l'axe  d'un  de  ces 
faisceaux,  mais  non  tous  sur  la  courbe;  par  exemple  un  point 
de  ^/.,- =  />./•  =  (  »  n'est  sur  la  courbe  que  s'il  annule  aussi  le 
dt'terminant  (a'.j:  h'\c),  donc  les  axes  des  faisceaux  sont  des 
bisécantes  de  la  cubique. 

En  faisant  précctler  la  matrice  d'une  ligne  de  constantes 
arbitraires,  on  a  l'équation 


hx 


ii'x         (("x 

h'x       h"x 


d'une  intinité  double  de  quadriqu("s  :  la  cubique  appartient  à  un 
réseau  de  quadriques. 

Deux  de  ces  quadi'iques,  dt'fînies  par  À,  \i-,  •>  et  >',  \]-',  /',  ont 
encore  en  commun  la  ligne 


1. 

'}. 

"t 

1. 

•J. 

'y 

Il  \ 

(t'y 

(1  \ 

Ju 

l>x 

h". 

=  (I 


qui  est  une  droite  et  qui,  d'après  la  formule  donnant  ;j.;  ,/ _l  i) 
a  deux  points  communs  avec  la  cubique  :  deux  quadriques 
circonscrites  ont  en  commun  une  bisécantc. 

En  appelant  l,  m,  n,  les  déterminants  respe>'tifs 


'j. 
't. 


■// 


les  équations  d'une  bisécante  peuvent  s'é'crire 


J ax  -|-  ^'^  c'x  +  it  a'x 
l  hx  +  m  b'v  +  n  h"x 


0, 
I): 


ceci  montre  (pie  les  bisécantes  sont  les  intersections  de  plans- 
homologues  des  gerl)es  projectives  qui  engendrent  la  courbe.  Si 
le  poini  X  est  donné,  hors  de  la  courbe,  les  équations  précéden- 
tes fournissent  un  svstème  de  valeurs  de  l  :  m  :  n  :  donc  par 
tout  point  extérieur  à  la  cubique  il  ])asse  une  bisécante.  Si  le 
point  jc  est  donné  sur  la  courbe,  les  équations  précédentes  en 
/,  m,  H  ne  sont  pas  distinctes;  il  faut  donner  un  second  point 

2 
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pour  déterminer  I  :  m  :  n  :  donc  les  équations  précédentes 
<léfinissent  toutes  les  bisécantes. 

En  faisant  suivre  la  matrice  d'une  colonne  de  deux  para- 
mètres '■>■,  /,  on  a  une  matrice 

(ix        a'x        a"x        -j. 
h,        h'x        b".        't 

s'annulani  pour  un  point  de  la  cubique  ;  on  on  peut  tirer 
-'ï'i,  ^3,  ^z-  ^i  proportionnels  à  des  fonctions  cubiques  de  (a  :  [ij 
et  voir  que  la  cubique  est  rationnelle. 

Un  point  de  la  cubique  et  une  bisécantc  sont  toujours  dans  un 
même  plan. 


=  0, 


résultat    insignifiant,   mais    dont   les  analogues  prennent    de 
l'importance    dans    d'autres    courbes    représentées    par    des 
matrices. 
La  matrice 


/ 

'J. 

V 

0 

À 

H- 

V 

0 

"x 

(l'x 

a'x 

'J. 

In 

h\ 

1  " 

h  X 

(Ix 

a  X 

a  X 

a  X 

A, 

h'x 

/)". 

h"x 

s'annule  pour  quatre  points,  communs  à  deux  cubiques  (par 
exemple  celles  qui  répondent  aux  colonnes  1,  2,  3  et  1,  2,  4) 
situées  sur  une  même  quadri(jue  {axb'j---=  a'xbx)  et  ayant  pour 
bisécantes  les  génératrices  de  même  système  de  cette  quadrique. 
La  matrice  angulaire 

a"x    j 
b"x    i 


((X 

(1  X 

bx 

b'x 

Cx 

C'x 

c'est-à-dire  l'ensemble  des  déterminants  à  quatre  éléments 
extraits  des  deux  premières  lignes  ou  colonnes  du  tableau 
ci-dessus,  s'annule  pour  les  points  communs  à  deux  cubiques 
situées  sur  une  même  quadrique  et  ayant  pour  bisécantes  des 
génératrices  de  systèmes  opposés  de  cette  surface.  On  vérifie 
sans  j)eine  que  le  nombre  de  ces  points  est  cinq, 

Bref,  si  l'on  envisage  la  matrice  dans  le  sens  des  lignes  et  des 
colonnes,  si  Ion  complète  par  lignes  ou  j)ar  colonnes,  si  l'on 
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combine  les  résultats,  on  obtient  chaque  fois  des  propriétés.  Les 
constantes  arbitraires  que  l'on  ajoute  en  lignes  ou  colonnes 
peuvent  être  regardées  comme  des  coordonnées,  et  les  êtres 
représentés  par  la  matrice  complétée  sont  alors  rapportés  à  un 
espace  linéaire  et  il  en  résulte  encore  des  propriétés  surtout 
])0ur  les  courbes  plus  élevées  que  les  cubiques. 

On  peut  se  demander  si  la  matrice  ne  constitue  ])as  l'instru- 
ment analytique  qui  manquait  à  la  géométrie  projeciive. 

Il  convient  toutefois  de  dire  aussi  où  se  borne  l'avantage  de 
la  notation.  Elle  ne  peut  faire  découvrir  que  les  propriétés 
inhérentes  à  la  structure  de  la  matrice  et  ind(''pendantes  de  celle 
de  ses  éléments.  Ni  la  tangente,  ni  le  plan  osculateur,  qui 
nécessitent  une  ou  plusieurs  dérivations,  donc  le  démembrement 
des  éléments,  ne  peuvent  être  étudiés  par  la  seule  ins]ieclinn 
de  la  matrice.  Celle-ci  peut  bien  jouer  un  rôle,  mais  en  y  joignant 
la  considération  des  formes  figurant  dans  la  matrice,  avec 
leurs  coefficients  explicites. 

15.  Occupons-nous  de  l'invariant  de  la  cubique  gauche. 

L'invariantologie  d'une  figure  intersection  totale  de  doux 
surfaces  algébriques  est  l'invariantologie  de  deux  polynômes 
simultanés  à  quatre  variables  homogènes,  problème  [)Osé  dejuiis 
fongtemps  et  résolu  pour  certains  cas. 

Nous  croyons  avoir  eu  la  première  idée  de  chercher  les 
invariants  d'une  courbe  intersection  pnrtielle,  et  nous  avons 
résolu  la  question  pour  la  cubique  gauche  (Bull.  Acad.  i)elgi({ue, 
mai  1907).  Si  l'on  veut  ne  pas  sortir  de  l'algèbre,  on  a  donc  à 
<;liercher  l'invariant  delà  varicfé  algébrujue  annulant 

Ij    a.x       a'x       (fx    .i 

:   J>x      h'x      b"x   :  • 

Cette  cubique  n'est  pas  plane,  car  un  plan  coupant  la  quadrique 
Oj^b'x  =  n'x  hx  ne  i)eut  donner  une  intersection  du  troisième 
ordre. 

Cette  cubique  est,  en  général,  proprement  dite,  c'est-<à-<lire 
avec  au  plus  trois  j)oints  dans  tout  plan,  car  en  posant  chacun 
des  rapports  [cix  :  bx),  {a'x  :  b'x),  {n"x  :  b"x)  égal  à  ^■>,  on  trouve 

z  Xi  ==  \ // —  f>  b    r<' —  (■' //    ff"  — '•>  b"  \i       [i  =  1,  ■-',•■>,  1), 

l'indice  i  indique  que  les  symboles  «7,  b,...    doivent   prendre 
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dans  les  lignes  successives,  les  indices  1,2,  o,  4,  sauf  i;  de 
plus  le  déterminant  sera  atiecté  du  signe  -|-  ou  —  suivant  que  i 
est  pair  ou  impair.  Et  ordonnant  on  obtient 

(1)    p  Xi  =  \  aa'a"\i  —  o.[\ba'a"\i  +  |  '>b'a"\i  -f  1  fKf'h"]i  ] 
_L  ,.,2  [i  hb'a"\i  +  I  hn'/r\i  +  I  ah'h"\i  ]  —  o^  \  bb'h"\i. 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  d'un  plan,  -uiœi  =  0,  on 

trouve  une  équation  cubique  on  o  ;    elle   n'est  généralement 

indéterminée  pour  aucun  plan,  car  il  en  est  ainsi  pour  le  cas. 

typique, 

:i\         x.^         .r.. 


(O 


X^  X-^  X^ 


qui    donne    x-^  :  x.^  :  X-^  :  x^  =^  w^  :  o>-  :  w  :  1,     et    l'équation 
-wiw"'~'  =  ()  n'est  indéterminée  potir  aucun  plan  u^  puisque 
les  coefficients  Ui  no  sont  jamais  tous  nuls. 
Si  donc  l'équation  en  w, 

(2)  lMi.2v  =  lMi  ^\(ni:a'\i  ~  ^^>{\aci:b\i  -\-\ab'a\i  ^\b  aki^  ] 

est  indéterminée  pour  un  certain  plan  u,  c'est  un  cas  particulier 
d^  la  cubique  gauche;  c'est  même  une  dégénérescence,  puisque 
la  courlie  a  alors  une  infinité  de  points  dans  un  ))lan.  Ceci 
nrrive  quand  s'évanouit  un  certain  invariant  I  que  nous  trou- 
verons dans  un  instant;  ainsi  7=0  est  la  condition  que  la 
cubique  dégénère,  généralement  en  une  droite  et  une  conique, 
avec  un  point  commun,  car  c'est  l'intersection  partielle  de  deux 
quadriques. 

Pour  que  l'équation  (2)  soit  interminée,  il  faut  et  il  suffit  que 

ï  Ui  \  aa'a"  \i  =  0, 

I  M/[|  a  rt'  b"  U  +  I  a  b'a'^  \i  -\-  \b  a' a"  |è  ]  =  0, 

r  Ui  [\bb'  a"  \i  -\-  \b  a-  b"  \i  -^  \  a  b'  b"  |i  ]  =  0, 

:^uilbb'b"\i  =  0. 

Pour  avoir  7,  (diminons  u^.  u^.  u.^,  u^  de  ces  quatre  équations 
linéaires  homogènes  : 

I  aa'a"\i 


J  = 


aa'b"\i  +  lab'a/'U  -j-  \ba'a"\i 
bb'a"\i  4-  \ba'  b''\i  +  \aJ/b"\i 
\bb'b"\i 


—  -Jl  — 

Ceci  est  un  invariant  simultané  des  si,\  formes  linéaires 
Ou:,  a'x,  ci!'x,  bx,  b'x,  b"ur.  On  doit  pouvoir  l'exprimer  au  moyen 
de  déterminants  des  coefîicients  de  ces  formes  prises  quatre  à 
quatre.  La  chose  est  aisée:  on  multiplie  /  par  \bb'h"(i\ 
suivant  la  règle  de  la  muluj)lication  de  dfux  d('terminants  : 

\aa'a"b  1  \aa'b"b  \^\ab'a"1>  I  \ab'b"b  I  u 

)A//;/v,i    T-     \"a'a%'\  \aa'b"b'\  +  \ha'a'V\  \bn'b"b'\  o 

i        0  \ba'a"a\  \b]>'rr(,\^\ba'b"a\  \bb'b"a\ 

^Divi.sons  les  deux  membres  jjar  |  b  l>  b"  n  \  et  faisons  de 
légers  ciiangements  de  colonnes  dans  les  déterminants  partiels, 
pour  la  facilité  des  écritures, 

i     I  a  a'  a"  b]    '\a  a'bl)  I  —  j  a"  a  b  b'  !     i  a  b  b'b"\ 

/  =        \an'a"  b'  \     I  a  a"b  // 1  —  |  rt  a' b'  b"\     |  n'  b  b'  b"\ 

I  a  a'  a"  b"\     \  a" a  b'b"\  —  \  a' a"b"b  \     \  a"b  b'b"\ 

Cet  invariant  (^st  le  seul,  car  s'il  y  en  avait  doux,  il  y  aurait 
un  invariant  absolu  et  l'on  no  ])Ourrait  ])assor  d'une  cublcjuc;  à 
une  autre  par  substitution  linéaire  que  si  les  deux  courbes 
avaient  le  même  invai-iant  absolu.  Oi-  on  ))eui  toujours  passer 
<rune  cubique  à  une  autre.  En  effet,  dans  les  équations  (1)  les 
coefficients  de  cr',  o/-,  d,  l  ont  un  déterminant  non  nul,  sinon 
■on  pourrait,  par  combinaison  linéaire,  arriver  à  une  relation  de 
la  forme  "^^  Mi  Xt  =  0  et  la  courbe  serait  j)lane.  Dés  lors 
<o3,  (.)■-,  10,  1  se  tirent  des  équations  (I), 

■et  le  déterminant  des  form'  s  1"  mi  jci  etc.  n'est  pas  nul  ;  on 
peut  alors  poser  ces  formes  proportionnelles  à  i/^,  y.^,  y.^,  y^  et 
l'on  a  une  substitution  lin('aire  qui  transforme  une  cubique 
gauche  quelconque  en  la  culiique  du  cas  typique  examinée  plus 
haut.  On  |)eut  donc  passer  d'une  cubique  à  la  forme  typique  et 
■de  même  de  celle-ci  à  une  autre  cubique  arbitraire  ])ar  deux 
substitutions  linéaires  superposées.  (D 

16.  La  représentation  do  la  cubi(iuo  gauche  i)ar  une  matrice 
convient   bien    pour  l'étude   des   dégénérescences    de    la 

(1)  Quand  l'Invariant  /  s'annule,  la  cubique  dégénère  en  une  droite  et 
«ne  conique  à  point  commun.  11  est  possible  de  déterminer  ces  éléments.- 
pour  tous  ces  détails,  voir  nette  article  Bull.  Acad.  Ilel//  ,  niai  l^XtT. 


oo     


cubique.  Celle-ci  se  présentant  comme  intersection  partielle 
de  deux  quadriques  d"où  on  défalque  une  droite,  peut  dégénérer 
en  :  une  droite  et  une  conique,  trois  droites  dont  une  rencontre 
les  autres,  deux  droites  ou  une  seule,  un  plan  et  une  droite,  un 
plan,  une  quadrique,  enfin  tous  les  .points  de  l'espace.  L'étude 
de  tous  ces  cas  nous  entrainerait  trop  loin  ;  nous  ne  parlerons- 
ici  que  des  deux  premiers. 

Soient  deux  points  distincts  annulant  la  matrice  de  la  cubique 


gauclie 


(ix  (Ix  II    . 

hx        b'x        h'x 


et  soient  y  et  .^  deux  autres  points  distincts,  ditîërents  des 
premiers  et  en  ligne  droite  avec  eux;  alors  on  a,  pour  deu.\- 
valeurs  de  k  au  moins 

fly  -\-  /.'  Oz  (l'y  -\-  ka'z  (Cy  -|-  k  ((." z  ,. 

ly        _i_        /.       ]j^:  l/y         _|_        k      b'z  b"y       -4-       k      b"z  '  ~  ' 

ou,  ])Our  deux  systèmes,  au  moins,  do  valeurs  de  k  et  p, 

(ly  -f-  k  (iz  +  :-  by  -f-  :  k  bz  =  0, 

avec  deux  relations  analogues.  En  y  regardant  1,  /.',  p,  }k 
comme  quatre  inconnues  homogènes,  ces  relations  sont  vérifiécs- 
p3ur  deux  systèmes  au  moins  de  valeurs  (non  proportionnelles) 
et  l'on  a 

Qy  az  by  bz  =   0. 

Réciproquement,  si  cette  matrice  est  nullefl),  on  a  des  égalités- 
de  la  forme 

!■  /.  ((y  -)-  y.  a'y  -f-  ■'  ''ï't  =  *X 
À  az  +  \i-  a'z  4-  ~'  ''<" ■  =  '*. 
>.  by  -h  [j.  b'y  4-  ''  ^"v  =  0, 
À  bz  +  [^  b'z  -f  V  b"z  =  0, 

que  l'on  ad  litionne  après  avoir  multiplié  par  1,  k,  p,  p  k, 

/.  {ciy  +  A'az  +  ?  bv  +  :Jibz)^  iJ.  (//'v  +  ka'z  +  p  b'y  +  p  kb'z  )  -f- 
V  {a"y  +  ka'z  -f  p  b"y  -L  p  hb"z  )  =  0  ; 


(1)  L'hypothèse  où  cette  matiice  est  nulle  identiquement  est  écartée,  car 
alors  toute  droite  y  z  contient  deux  points  de  la  ligure  et  la  matrice 
s'annule  pour  une  quadrique  (ou  un  plan  double)  ou  pour  tout  point 
de  l'espace. 


alors  les  systèmes  de  valeurs  «le  p,  A'  qui  annulent  deux  dcs^ 
parentJièses  annulent  la  troisième  ;  ces  systèmes  sont  au  nombre 
de  deux  réels,  imaginaires  ou  confondus,  ou  en  nombre  infini. 
Les  équations  (1)  expriment  que  la  droite  y  z  qui  contient 
deux  points  réels,  imaginaires  ou  confondus,  ou  oo  points 
annulant  la  matrice  initiale  est  dans  les  deux  plans  suivants, 
où  À,  y-,  -'  ne  sont  pas  tous  nuls, 

À  cix  -f  ;-»■  'l'y  -[-  •/  o."x  =  t_), 
^'hx  +  :>■  h'x  -\-  V  b"x  =  II. 

La  réciproque  est  évidente,  car  en  remplaçant  une  des 
colonnes  de  la  matrice  initiale,  la  première  par  exemple,  p>ar 
'f- ax-{- 'j.(i.'x-{-'^  a"x  et  y.Ox~\-iJ-b'x-^-'b"x,  on  voit  que  les 
points  annulant  à  la  fois  ces  deux  formes  ainsi  que  le  déter- 
minant a'oab"x — a"xh'x  sont  au  nombre  de  deux,  distincts  ou 
confondus,  ou  en  nombre  infini. 

Si  donc  une  droite  o  annule  la  matrice  \  cixbx  ses  équations 
sont  de  la  forme  ï  À  ax  =  0,  -  >  bx  =0  et  la  matrice  peut  être 
remplacée  par 

ï  À  ax       rt'x       a"x    !: 
^y.bx        b'x        b"x    !,  ' 


la  droite  o  doit  faire  partie  de  la  quadrique  a'xb",r —  o"xb'x,  ou 
en  être  une  génératrice,  soit  du  système  a'x — :-'h'x  =  a"x  — 
pb''x  =  0  et  alors  o  peut-être  amenée,  par  addition  de  lignes, 
à  annuler  tous  les  éléments  d'une  ligne  de  la  matrice,  —  soit  du 
système  a'x  —  <•>  a"x  =  b'x  —  '■>  b"x  =  0,  et  o  peut  être  amenée 
à  annuler  deux  colonnes  de  la  matrice.  Mais,  dans  ce  dernier 
cas,  les  quadriques 


V 


1  /  ax       a  X       _  , . 
ï  >  bx        b"x       - 


a  X        a  X 
b'x        b"x 


=  0 


ont  en  commun  deux  génératrices  de  même  système,  savoir  o  et 
à' b"  et  elles  se  coupent  encore  suivant  deux  génératrices  du 
système  opposé,  et  la  cubique  annulant  la  matrice  initiale 
dégénère  en  trois  droites. 

En  résumé,  si  une  matrice  axbx  s'annule  pour  une 
droite  accompagnée  d'une  conique  non  dégénérée,  la 
droite  peut  être  amenée  à  annuler  toute  une  ligne  de  la 
matrice  ;  et  si  la  cubique  dégénère  en  une  droite  rencon- 
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iraid  deux  autres  droites,  la  première  peut  être  amenée 
à  annuler  deux  colonnes  et  chacune  des  autres  à  annuler 
toute  une  ligne. 

Ce  résultat  met  bien  en  lumière  le  caractère  bidimensional  de 
l'algèbre  des  matrices.  ■  i' 

17.  Nous  avons  fait  plus  haut  cette  remarque  :  par  l'élude  do 
la  matrice  seule,  on  pénètre  peu  prol'ondémcnt  dans  la  connais- 
sance de  la  courbe  représentée,  la  cubique  gauclie. 

En  revanche  on  a  facilement  des  extensions  dans  plusieurs 
directions. 

Une  première   généralisation    concerne    le  degré  des 

éléments;  par  exemple  la  matrice  (considérée  déjà  dans  «  Cinq 

Eludes.) 

((x-       a'.x       a"x 
In-       b'x        h", 

représente  ime  courbe  gauche  du  cinquième  ordre,  située  sur 
une  quadrique  et  sur  cx)"  surfaces  cubiques,  ayant  avec  la 
quadrique  une  droite  commune,  et  se  coupant  deux  à  deux,  en 
général  suivant  une  biquadratique  de  première  espèce;  ces 
biquadratiques  s'appuient,  en  huit  points  sur  la  quiniique,  etc. 

18.  Considérons,  comme  second  exemple,  une  Sextique 
circulaire  de  genre  deux.  Prenons  pour  éléments  de  la 
matrice  les  ])remiers  membres  des  équations  de  six  sphères,  en 
coordonnées  cartésiennes  rectangulaires 

Si  =1  ai  {x-  +  .y-  +  Z')  +  bi  .e  -f  cv  //  f  d,  :■  +  e/ 

-  Ci  i-v'  +  i/'  4-  ^')  4-  «'  (^  =  i.  -^  y^  4,  5,  6) ; 

ces  sphères  sont  supposées  indépendantes  entre  elles,  cinq  à 
cinq,  c'est-à-dire  que  la  matrice 

M  ==      (d  In  Ci   di  Ci 

A)  Exercice.  Les  surfaces  algébriques  engendrées  par  des  bisécantes 
d'une  cubique  gauche  sont  toutes  de  degré  pair.  Pour  avoir  celles  de  ces 
surfaces  qui  sont  d'ordre  2#?,  il  faut  remplacer  ),,  .;.,  v  respectivement  par 
/y,.c'.v  —t^^xCx.  Cxo}x  —axc'x.  axb'x  —  a'xbx  dans  léquation  générale 
liomogène,  du  «''='"e  degré,  /)/  (À,  a,  v)  =^  0.  En  particulier  si  n=^2,  on  a 
les  surfaces  du  quatrième  ordre  engendrées  jiar  des  bisécantes;  la  dévelop- 
pable  osculatrice  de  la  cubique  gauche  appartient  à  ce  dernier  sj'stème 
{rf.  Cinq  Ehides,  i>.  145.  —  Elude  de  quelques  surfaces  algébriques,  p.  69). 
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■donne,  par  suppression  d'une  ligne,  cinq  déterminants  non 
nuls;  appelons  Mi  celui  de  ces  déterminants  ([u'on  obtient  en 
^supprimant  la  ligne  i  et  en  donnant  le  signe  -|-  ou  —  suivant 
que  i  est  impair  ou  pair. 

La  courbe  v^  que  nous  étudions  a  pour  équations 


0; 


■elle  est  située  sur  les  cx3-  surfaces 


s, 


'H 
S, 

S, 


^% 


=  0; 


celles-ci  sont  du  quatrième  ordre,  à  moins  que  le  coefficient 


'H 
a., 

a. 


(h 

(la 


■de  (.v- +  y- -|- •^■-)  ne  soit  nul.  Supposons  d'ailleurs  la  matrice 


n. 


(U 


non  nulle;  riiyi)Otlièse  contraire  répond  à  une  dégénérescence 
de  7g  qui  se  réduit  alors  au  cinquième  ordre,  comme  on  le  voit 
par  soustraction  de  lignes  dans  la  matrice  iEitiale. 

En  rendant  les  formes  aS  homogènes  en  ./•,  ^,  z,  ii,  j)uis 
iaisant  ii  =■  0,  nous  trouvons  pour  l'intersection  do  nos  surfaces 
du  quatrième  ordre  avec  le  plan  de  l'infini,  uniquement 
'{x- -\- y'~ -\- z-y  ou  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  compté 
double  ;  ces  surfaces  sont  donc  des  cj/clides.  Deux  de  ces 
surfaces,  telles  que 


I    -y  S,  S,  1=0,       [    .'il  .S  '^^i   I 


0 


se  coupent  suivant  :  1"  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  compté 
-quadruple,  cette  partie  de  l'intersection  est  ainsi  d'ordre  8; 
2''  la  partie  à  distance  finie  de  \'SiS^\\  c'est-à-dire  Yh  ;  •^*'  la 
partie  à  distance  finie  de  5=1  [^i  ^i  5*  H  qui  est  un  cercle,  car 
c'est  l'intersection  des  sphères  |  a^  3^^  jS^  [  et  |  a^  fi^  ^'^  |.  Or  on  a 
l'identiié  Iti  =  8 -(- 6  +  2  qui  établit  que  notre  courbe  y,.,  est 
■bien  en  général  du  sixième  degré. 
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Les   formes    j  a^  ;i^  S^\   et    |  x^  'i^  S^  |    peuvent   s'écrire 

elles  représentent  un  cercle.  D'autre  part,  les  é(iuations  de  v^. 
peuvent  s'écrire 

■^i      ^-2        'i^i  ~r  ^-î^i  "T"  '''3  •-'3       ,^  ^) 
''5,      S,        \S,  +  l,S,  +  A3  S, 

et  les  quatre  points  à  distance  finie  où  le  cercle  ci-dessus  perce 
la  cvclidc  5^  Sj  —  5^53  =  0  sont  sur  Vg  (le  cercle  perce  la 
cyclide  en  8  points,  mais  il  j  en  a  deux  doubles  à  l'infini)  Comme 
^'1,  '''2^  ^3  sont  trois  paramètres  homogènes,  on  a  donc  trouvé  sur 
'f^.^  oc2  quadruples  de  points  concycliques. 
Les  relations 

5^        5.3        5.5        k         _  ,. 
S  S  S  1 

Ojj  O5  o,j  1 

représentent,  outre  le  cercle  de  l'infini,  un  couple  de pomfSy 
intersection  des  sphères  Si=  k  S^,  S.^  =  k  Sg.  .S3  =  k  Sg.  Lors- 
que k  varie,  on  obtient  sur  Vg,  0°'  couples  de  points.  Chaque 
couple  est  déterminé  par  un  de  ses  éléments,  car  à  chaque  point 
de  Vy  répond  une  valeur  de  k. 

Nous  devons  nous  demander  toutefois  si  les  trois  splrères- 
déterminant  un  couple,  S^  =  kS^.  S.^  =  k  S-,  S.^  =  k  5^,  ne 
peuvent  jamais  faire  partie  d'un  faisceau.  S'il  en  était  ainsi,, 
on  aurait 

(f^  —  kdi    l>i  —  kl>i   Cl  —  kc^   di  -  kdi    e^  —  ke^ 

(L;^  —  lia.^   l'-,  -  lid'r,   c^  —  hc^   c/3  —  A'-c/j    e-i  —  ke-^ 

jl  «3  —  ka^   bl  —  k l\   6*3  —  hc^   c?3  —  kd^   e^  —  ke^ 

faisons  suivre  cette  matrice  de  deux  lignes  d'éléments  a^,  b^, 

C4,  d^,  Ci  et   rtg.  ^5,  C5,  d^.  65,    et   rléveloppons    le    déterminant 

obtenu  ;  il  donne 

—  M^  —  k  A/3  =  U  ; 

on  aurait  pareillement  deux  relations  analogues,  d'où  en  élimi- 
nant k. 


-=  0; 


M,       Ai.,        3/3 

M,     m:     m. 


(). 


Or  ceci  n'a  pas  lieu  en  général,  car  envisageons  le  détermi- 
nant Ail  A/5  —  M.2,  M^  ;.  il  contient  a^,  h^,  c^,  d^,  e^,  au  second. 
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degré  dans  son  second  terme  M.j.  3/^  et  au  premier  degré  dans 
l'autre;  si  ce  déterminant  était  identiquement  nul,    on  aurait 
Ml  =  0,  ce  qui  contredit  notre  hypothèse  initiale. 
Nous  avons  jusqu'ici  trouvé  deux  matrices 


"l 

^'2 

a.. 

M, 

«1 

<h 

"'<i 

î 

^^A 

M, 

Mr. 


M. 


dont  l'évanouissement  correspond  à  une  dégénérescence  ou  cas 
particulier  de  Vg. 

Un  quadruple  cyclique  ;  x^  'i^  S^  S^  i  et  un  couple  k  sont  tou- 
jours sur  une  même  sphère  dont  voici  l'équation 


''■l 

'■'i 

'fi 

0 

0 

/l 

/8 

1) 

^\ 

.^^: 

s. 

k 

>. 

N. 

s. 

1 

0. 


Réciproquement,  si  k  est  donné,  l'équation 

]-eprésente  le  réseau  des  sphères  menées  par  les  points  du 
couple  k,  et  une  sjjJière  arbitraire  de  ce  réseau  contient  le 
quadraple  inscrit  dans  le  cercle  -  /j  .^^  =  ï  À^  <,^^  =  0. 

Ainsi  toute  sphère,  donc  aussi  tout  plan,  par  un  couple, 
coupe  encore  ';^  suivant  un  (ju/tdruple  ci/clique,  et  toute 
sphère  par  un  quadruple,  donc  aussi  le  plan  de  ce  qua- 
druple, coupe  encore  v^j  suivant  un  cou])le. 

Il  y  a  oo'  couples;  leurs  cordes  engendrent  une  surface 
réglée,  les  plans  menés  par  ces  cordes  sont  les  plans  tangents  de 
la  surface  réglée  et,  comme  ce  sont  les  plans  des  quadruples, 
il  en  résulte  ceci  :  le  lieu  des  cordes  de  couples  est  l'enve- 
loppe des  plans  des  quadtncples. 

Parmi  les  surfaces  circonscrites  à  ■;,.  et  dont  l'équation 
s'obtient  en  faisant  précéder  la  matrice  :]  S^  S^  d'une  ligne  de 
constantes,  il  faut  distinguer  celles,  réservées  plus  haut,  où 
I  2tj  a^  a^  I  est  nul,  c'est-à-dire  où  y.^,  -j.^,  -^j  sont  des  combinai- 
sons linéaires  de  a-^,  a.^.  a.-^  et  a,^.  <ir^^  a^.,  donc 

I     a,  +  ha,       S,       S,    |.=  0; 

leur  terme  en  {x-  -\-  y-  -f-  Z')-  manque,  et  comme  il  y  a  un 
])aramètre  h,  c'est  un  faisceau  de  surfaces  cubiques. 
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La  l)ase  de  ce   faisceau  a   pour  équations 

1    ^^  ,s-3   S,  1=0,        1    a.  S,  S,  1=0; 

elle  comprend  la  courbe  -;«  et  le  cercle  imaginaire  de  l'infini, 
plus  la  ligne 

Il     a,        n^        s,        S,    Il  =  0; 

ceci  est  une  droite  q,  car  i  a^  a^  -S\  |  =  <•  et  !  '''i  -''i  5^  |  =  0, 
sont  des  plans. 

La  droite  q  ])erce  quatre  fois  une  cjclide  circonscrite  quel- 
conque, donc  q  est  une  quadrisécnnle  de  7^.  Ses  appuis 
^1,  O-i,  ^^i-  ^J^  constituent  un  quadruple  cyclique  spécial  inscrit 
dans  un  cercle  île  rayon  infini. 

Comme  corollaire,  toutes  les  cordes  de  couples  rencontrent 
la  quadrisccanie  q,  car  une  corde  et  q  sont  sur  un  même  plan 
(sphère  infinie). 

Cherchons  le  heu  des  cordes  de  couples  :  Téipiation 

représente  une  si)hère  menée  par  le  couple  /.'  ;  elle  se  réduit  à 
un  ])lan  si  l'un  a 

ces  deux  relations  déterminent  les  rapports  mutuels  de 
'i'  'î-  'w'  c'est-à-dire  le  plan  mené  par  le  point  courant  œ,  ij,  z 
et  la  corde  de  couple  k  ;  mais  il  y  a  indétermination  i)Our 
>  i  :  \  •■  \  si 

S,  ^  hS,      S,  -  /,-s,      s,  -  kS,  Il  _  ^^. 
('/j  —  k  II ^       (1.^  —  /,'  c/-        r/.,  —  /.'  rtg   !: 

telles  sont  donc  les  éijuations  de  la  corde  de  couple;  par 
soustraction,  les  termes  en  ce"-  -\-  y-  -\-  ^-  disparaissent  de  la 
première  ligne,  ce  qui  remplace  les  symboles  Si  par  Si. 

Alors  pour  avoir  le  lieu,  il  faut  résoudre  un  problème  que 
nous  traiterons  plus  complètement  dans  un  passage  ultérieur, 
celui  d'éliminer  k  de  la  matrice  précédente.  Celle-ci  peut 
s'écrire 

il     ^'1  —  ^'  ^'1        -^"i   —  ^'  •'>'é    '1   =  0; 
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faisons  suivre  d'une  colonne  '/j,  a-,  /(,..  ou  s^,  Sr,  s,.  ;  nous  obte- 
nons respectivement 

I  'h     ^'i     -h—  ^'■'^i  1=0,      I  'f^  —  kr/^     .s\     .Vi  j   =-  0; 

cJiacune  de  ces  relations  donne  une  valeur  de  k;  v.n  les  égalant 
on  obtient 


(U 


n. 


a. 


o^ 


(U 


a. 


équation  d'une  surface  réglée  du  troisième  ordre  R.^  ayant  pour 
ligne  double  la  droite  7,  puisque  celle-ci  annule  les  qtiatre 
déterminants  figurant  dans  l'équation.  En  vertu  <lu  théorème 
de  Laplace,  on  peut  écrire  aussi 


(h 


a. 


"i 


'h 


S-, 


Sa 


=  0. 


Rappelons  (|uel({ues  projjriéiés  des  surfaces  cubiques  à  droite 
double  q  :  toute  section  plane  menée  par  q  stî  complète  par 
une  génératrice  g;  toute  section  par  g  se  complète  par  une 
conique  passant  par  le  point  commun  k  q  lit  g  ;  de  cette  infinité 
simple  (le  coniques,  il  y  en  a  au  moins  une  qui  se  décompose  en 
deux  droites,  g'  et  d,  la  première  coupant  7  ;  tout  plan  par  d 
coupe  A*;5  suivant  une  conique  à  point  double  sur  q,  donc  les 
génératrices  se  coupent  par  paires  sur  q.  La  droite  d  est  uni- 
que, car  s'il  y  en  avait  ime  seconde  d\  les  droites  rencontrant 
q,  d,  d'  formeraient  une  quadrique. 

Les  génératrices  g,  g'  de  R^  sont  des  cordes  de  couples  de  7^.  ; 
donc  d  est  une  bisécante  de  ■;,.  ;  appelons  />j  et  D.^  ses  points 
d'appui.  Les  points  D^  et  D.^  sont  concvcli([ues  avec  un  couple 
quelconque,  par  exemple  celui  qui  se  trouve  sur^,  i)uisque  le  plan 
(gd)  coupe-;,,  suivant  une  autre  couple(^');  en  d'autres  termes,  D^ 
aiD.,  ïovmeni  quf(dr7i))le  o/clique  -àxcc  un  couple  quelconque. 

Deux  couples  h  et  k  sont,  avec  1)^^.  Dr,  situés  sur  deux  cer- 
cles, donc  sur  une  sphère  ;  or  deux  couples  déterminent  une 
sphère,  et  celle-ci  passe  donc  toujours  par  I)^  et  D.^. 

Pour  traiter  ces  points  par  l'algèbre,  posons 

^  M,  S,  =  M^  S,  -Y   M,  S,  +  M,  S,. 
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les  expressions  -M^S^.   -  M^S^,  -M^S^  auront   une  signi- 
fication analogue  ;  en  se  rappelant  la  forme  des  déterminants 
M,\  on  constate   que  M^S^-j-  M.^S.;^^  ...  -\-  M^S,.  est  iden- 
tique à  zéro,  donc  ^  Mj  5^  ee  —  ï  M^  S^. 
Ecrivons  l'équation 

0)         :LAf,S,  4-  (/,■  +  /    Ï.V^5,   -    /,'/IM,S,  =  0; 

c'est  celle  d'une  sphère  et  l'on  contrôle  immédiatement  qu'elle 
est  vérifiée  pour  Sj  =  IiS^.  S.,  =  kS-,  S^  =  kS^.,  donc  pour  les 
points  du  couple  A',  et  de  même  pour  le  couple  /.  Mais  cette 
sphère,  nous  venons  de  le  voir,  passe  constamment  par  D^.  D.^, 
donc  ces  points  annulent  les  trois  expressions  (sphères)  sui- 
vantes 

ï  M,  S,,  ï  Mj  5,     ou     —  ï  M  ,S,.  X  .Vj  S^. 

Pour  l  tendant  vers  /.',  on  a  une  s])hère  bitangentc  à  y^  en  un 
couple  k, 

IM^S^  +  2k  I  -V,  5i  —  /.-•  ï  .V,  S,  =  U. 

Pour  avoir  l'enveloppe  de  ces  S)jhè7^es  hiiangenies,  on 
dérive  par  rapport  à  k,  puis  on  élimine  h ,  ce  qui  donne 


0, 


é(|uation  d'une  cjclide  du  quatrième  ordre  ayant  D^  et  D.^  pour 
points  doubles,  parce  que  ces  points  annulent  tous  les  éléments 
du  déterminant.  Ce  déterminant  est  le  prodtiil  par  lignes  des 
matrices  ||  M^  M^  ||  et  ||  5j  S^  |!.  Nous  reviendrons,  dans  un 
chapitre  ultérieur,  sur  ces  produits  par  lignes^ 
La  sphère  (1)  se  réduit  à  un  plan  si  l'on  a 

ï  M,  rt,  +  {h  +  ^j  I  -V^  r;,  —  kl  I  M,  a,  =  0  ; 

telle  est  la  condition  pour  que  deux  cordes  de  couples  k  et  l  se 
coupent  sur  laquadrisécante  q.  Les  cordes  /.  ei  l  seront  conion- 
ducs  si 

-  M^  ciy  4-  2k  ^  M^  «1  —  k^  ï  A/j  a,  =  0; 

le  discriminant  de  cette  équation  en  k. 


■  1 
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■esl  le  p)X)diiil  jKir  lignes  de  deux  matrices  remarquables  déjà 
rencontrées,  j|  a^  a^  ||  et  ||  M^  M^   . 

Ce  polynôme  A  est  un  invarnant  de  la  courbe  ■;«  l^ien 
entendu  pour  les  substitutions  qui  transforment  des  sphères  en 
-sphères.  Quand  il- s'annule,  on  a  un  cas  particulier  do  y^,  carac- 
térisé par  des  propriétés  spéciales,  par  exemple,  que  les  racines 
de  l'équation  ï  M^  «i  +  ^k  ï  M^  a^  —  k-  ï  M^  n^  —  o  sont 
•égales;  par  exemple  encore  que  la  quadrisécante  q  se  confomi 
avec  la  droite  rf,  c'est-à-dire  que  l'on  a,  de  la  surface  cubique 
réglée  R.^  le  cas  particulier  de  A.  Cayley.  Pour  la  démonstra- 
tion de  ce  dernier  point  et  pour  beaucoup  d'autres  propriétés  de 
V,i.  notamment  pour  une  correspondance  unidéterminative  de 
7rt  avec  une  quartique  ])lane  à  un  nœud,  nous  renvoyons  à  notre 
article  du  Giorn-Ba/laglùn,  lOl'J.  d' 

Avant  de  lei-miner,  justitions  pour  ■;,,  le  terme  de  se\ tique  de 
■ge7trc  deu.f.  Comme  on  le  sait,  le  maximum  des  points  doubles 

'd'une  courbe  ))lane  d'omre  n  est  ^y  {n  —  1)    (;/  —  2).    ciiaque 

])oint  /^"P'^  étant  compté  pour  ^    k  {Iî  —  1)  points  doubles;  le 

genre  d'une  courbe  gauche  est  celui  de  sa  projection  cenir-ale; 
supposons  connu  que  ce  dernier  est  indépendant  du  centi-e  de 
pi'ojection.  Prenons  alors  ce  centre  sur  la  quadrisécante  (/,-  la 

.       ,.  ,  ,         •     •.  Il,  .  iv  —  1)     n  —  2) 

projection  de  •;^.  et  du  sixième  ordre:  lexpression 

est  égale  à  10;  or  7  est  génératrice  quadruple  du  cône  pi-oje- 
tant,  il  compte  pour  6  génératrices  doubles;  et  il  y  a.  du  centre 
de  projection,  deux  cordes  de  couples,  nous  trouvons  S  ])our 
total  des  génératrices  doubles,  et  2  =  H)  —  S  pour  la  i/c/icience 
•ou  le  genre. 

(1)  Exet-cice.  Le  lieu  des  centres  des  sphérc-s  qui  coupent  trois  (ou  ((uatre) 
■sphères  sous  un  même  angle  esL  un  plan  (ou  une  droite)  ;  il  y  a  une  sphère 
-«jui  coupe  cin(|  sphères  données  sous  un  même  angle.  Le  seul  cas  excep- 
tionnel est  celui  où  les  sphères  doimèes  sont  égales  ;  examiner  ce  cas. 
("hercher  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  donné  qui,  avec  6,  7  ou 
-8  sphères  données  peuvent  être  coupées  sous  un  même  angle  par  une 
sphère.   (On  éliminera  0-  et  c  eus  to  des  relations. 

{o,  —  -j.:i  +  {h,  -  ;j,^  -I-  (o  —  y)"-^  --  ',:^—  s-  -  -ivf  z,  cas  ,.,  ^  0     . 

•et  l'on  simplifiera  la  détenuiuant  ou  la  matrice  résultante,  par  soustrac- 
îion  de  colonnes,  etc.) 
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Signalons  comme  objet  d'étude  possible,  la  matrice  à  deux: 
lignes  et  trois  colonnes  dont  les  éléments  seraient  les  premiers- 
membres  des  équations  de  six  quadiiques  quelconques,  ou  de  six 
quadriques  ayant  une  droite  commune.  Dans  ce  dernier  cas,  on 
a  une  courbe  c^  coupant  9  fois  la  droite  donnée;  les  plans  par 
cette  droite  déterminent  encore  sur  la  courbe  des  ternes  de 
points  ;  la  matrice  suivie  d'une  colonne  de  constantes  donne 
des  quatcrnes  de  points;  précédi-e  d'une  ligne  de  constantes, 
elle  donne  des  surfaces  ."^^  à  droite  double,  dont  les  intersections- 
se  complètent  par  des  cubiques  gauches  ;  précédée  d'une  ligne 
de  formes  linéaires  conv(;nables,  elle  donne  des  S^  passant 
simplement  par  la  droite  donnée  et  se  coupant  encore  suivant 
une  sextique  de  genre  trois,  etc. 


19.  A  l'occasion  de  la  sextique  ci-dessus,  donnons  quelques- 
brèves  indications  sur  une  analogie  entre  la  droite  de  l'espace- 
et  le  cercle  de  l'espace,   i) 

l'ne  sphère  a  cinq  coordonnées  homogènes,  œ^^  œ.^,  .r.^.  iV^.  x^, 
ce  sont  les  coeflicients  de  son  équation  linéaire  en  coof^données: 
Ijentasphéjnqucs . 

Un  cercle  est  l'intersection  de  deux  sphères  :  on  peut  lui 
donner  pour  coordonnées  les  dix  déterminants  extraits  de  la 
matrice 


X 
X 


X    o 


x 

X 


^5 
X  . 


Il  y  a,  dans  resi)ace,  oC'  cercle,  car  il  y  a  oo-  plans,  chaque 
cercle  est  dans  un  plan,  et  chaque  plan  contient  oo^  cercles;  un- 
cercle  doit  avoir  sept  coordonnées;  entre  k s  dix  coordonnées- 
définies  à  l'instant,  il  doit  exister  trois  relations  identiques.  On. 
peut  trouver  cinq  relations  pareilles  en  doublant  la  matrice 
précédente  privée  d'une  colonne;  ainsi  on  a  l'identité  évidente 


X,         j:^        X:, 

yf  /y»'  /y»' 


:i 


X^ 

x' 


Xy  X.J  X-^  ./'j 


0 


et  quatre  analogues,  imis  ces  relations  équivalent  à  trois  seu- 
lement. 


(1)  Voir  Cvs>(7at^  Ami.  de  Toulouse,  ISSy. 


Une,  deux,  trois,  quatre,  cinq  (3u  six  relations  linéaires  en 

coordonnées  de  cercle  définissent  resj)ectivement  oo^,  oo^,  oo^, 

cx!-,  oo'  cercles  ou  un  nombre  fini  de  cei'clcs.   Dans  ce  dei-nier 

cas  le  nombre  fini  est  cinq  et  l'on  a  un  pentacycle  ou  système 

de  cinq  cercles  en  situation  (b'-terminée. 

20.  Nous  avons  généralisé  la  théorie  de  la  cubique  gauche 
en  prenant  des  formes  de  degré  plus  élevé. 

T'ne  deuxième  extension  possible  concerne  le  nombre  de 
lignes. 

Par  exemple  la  matrice  à  trois  lignes  et  ([uatre  colonnes  de 
formes  toutes  linéaires  en  j.\,  j:.,,  .r.j.  œ^.  représente  une  courbe 
s^auclie  du  sixième  ordre  et  de  genre  trois  l),  située  sur  oo-  sur- 
faces  cubiques  dont  deux  quelconques  se  coupent  encore  suivant 
une  cubique  gauche  ayant  huit  points  communs  avec  la  sextique. 

La  sextique  est  le  lieu  des  intersections  des  plans  homologues 
de  quatre  gerbes  projectives,  et  le  lieu  des  intersections  des 
rayons  homologues  de  trois  espaces  projeciifs.  Elle  a  des  grou- 
pes de  quatre  points,  représentés  i)ar  la  matrice  suivie  d'une 
colonne  de  constantes,  (pii,  avec  une  cutjique  ociosécante  quel- 
conque, sont  toujours  sur  une  m'"'rae  quadrique. 

Ces    jjropriétés    se    généralisent    pour    la    courbe    d'ordre 

.,  l  {l  -f-  \)  représentée  par  une  matrice  à  l  lignes  et  / -L  1 
colonnes  de  formes  linéaires,  mais  la  génération  par  formes 
jjrojectives  n'est  plus  accessible  au  langage  synthétique,  à  moins 
lie  se  placer  dans  un  espace  à  plus  de  trois  dimensions  (2j. 

Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à  la  sextique  de  genre  trois  pour 
le  moment:  nous  aurons  bientôt  l'occasion  d'y  revenii*. 

21.  l'nc  troisième  extension  possible  est  celle  du  nombre 
de  variables. 

S'il  y  a  cinq  variables  homogènes.  Une  matrice  à  l  lignes  et 
l-\-  1  colonnes  représente  en  général  une  surface,  ou  variété  à 
deux  dimensions  dans  l'espace  à  1  dimensions. 

S'il  y  a  six  variaitles  homogènes,  la  même  matrice  i-eprésente 

!l)  Voir  Cinq  Eludes,  et  Bullet.  Acafl.  Behjiqup.  mai  1907. 
2)  Pour  l^=  A,  011  a  une  oourltedu  dixième  ordre  ;  nou.ssigM:iloii.s,  comme 
sujet  d'étude,  l'examen  de  cette  courbe  et  de  ses  i|uadrisécanre.s. 
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une  variété  à  trois  dimensions  dans  l'espace  à  cinq  dimensions. 
Et  si  les  six  variables  vérifient  la  relation. 

-  =  œ,  œ.,  +  X.,  X,  +  ./',  .r^  =  0, 

elles  peuvent  être  considérées  comme  les  coordonnées  d'une 
droite  dans  l'espace  ordinaire,  et  la  matrice  s'annule  pour  les 
droites  d'une  congruence.  Mais,  dans  certains  calculs,  il  faut 
faire  intervenir  le  facteur  2  à  cause  de  l'équation  quadratique 
-  =  0. 

Par  exemple,  sur  la  théorie  de  la  cubique  gauche,  esquissée 
plus  haut,  on  peut  calquer  la  théorie  d'une  congruence  de 
troisième  ordre  et  troisième  classe,  intersection  partielle  de 
oo-  complexes  quadratiques  qui  ont  encore  deux  à  deux  une 
congruence  linéaire  commune.  Cette  figure  a  été  étudiée  en 
langage  synthétique  par  RoccelUi  ;  nous  l'avons  traitée  i)ar 
l'algèbre  (i)  et  l'avons  représentée  par 


A        A'        A" 


B        B'         B 


=  0, 


A  =  0,  A'  =  0,  A"  =  0,  B  =  0,  J5'  =  0,  B"  =0  étant  les 
équations  de  six  complexes  linéaires,  c'est-à-dire  six  équations 
linéaires  en  coordonnées  pluckériennes  de  droites. 

Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  le  détail  de  cette  théorie, 
parce  qu'elle  exige  des  connaissances  sur  les  systèmes  de 
droites,  connaissances  dont  l'établissement  nous  mènerait  troj) 
loin. 

Mentionnons  seulement,  sans  démonstration,  ce  résultat 
(et  son  corrélatif)  :  par  tout  i)oint  de  l'espace,  il  passe  en 
général  trois  rayons  de  la  congruence,  non  dans  un  même 
.plan  ;  il  y  a  douze  points  singuliers  par  chacun  desquels  on 
peut  mener  un  faisceau  de  rayons  plus  un  ravon  extérieur  au 
faisceau. 

La  représentation  par  matrice  suggère  encore  une  notion 
nouvelle  :  si  dans  la  matrice  représentative  de  la  congruence, 
on  introduit  trois  paramètres  homogènes  -/,  3,  y,  on  obtient  une 
congruence  de  congruences  de  droites.  Et  si  les  paramètres 
figurent    d'une    façon  convenable,    toute    droite   de    l'espace 


(1)  Rcndic,  cire.  mat.  Palermo,  t.  XXX,  1910. 
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appartient  à  w/^e  congruence  de  la  congTuence  de  congraences. 
Voici  un  exemple  simple  : 


B  B'  B' 

Signalons  dans  le  même  ordre  d'idées,  le  troisième  de  nos 
Ci72q  Eludes,  et  notre  travail  sur  un  complexe  cubique  de 
droites,  inséré  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin.  1012. 

22  Une  quatrième  extension  possible  est  celle  du 
nombre  de  séries  de  variables.  On  peut  supposer  que  les 
coefficients  de  x-^,  x.^.  ...  dans  les  éléments  d'une  mairice  soient 
fonctions  de  paramètres  variables.  On  obtient  ainsi  des  systèmes 
simplement,  doublement,  etc.,  infinis  de  variétés  algébriques; 
ce  sont  comme  les  analogues  supérieurs  de  faisceaux,  réseaux, 
etc.,  de  courbes  ou  surfaces.  I^es  cas  les  plus  simples  sont  des 
systèmes  doublement  infinis  de  cubiques.  Nous  leui'  consacrerons 
les  deux  cbapitres  suivants. 


CHAPITRE  IL 


Congruence  de  cubiques  gauches. 

23.  Voici  d'abord,  sur  les  congruences  de  cubiques,  (luelque^ 
mots  d'historique. 

Tli.  Reye  a  éiudié  géométriquement  la  congruence  des  oo~ 
cubiques  gauches  passant  par  cinq  points  donnés,  R.  Sturm  de 
môme  celle  des  oo-  cubiques  gauches  ayant  deux  points 
communs,  avec  même  tangente  et  même  plan  osculateur.  Ces 
deux  congruences  sont  li/fénires  :  par  tout  point  de  l'espace,, 
il  y  a  u/n'  courbe  du  système. 

Elles  font  penser  naturellement  aux  coniques  par  quatre 
points,  et  aux  coniques  bitangentes  dont  elles  semblent  être 
des  analogues  sujjérieurs.  (1/  Mais  tandis  que  le  faisceau  de 
coniques  bitangentes  est  un  cas  particulier  de  l'autre,  il  n'en  est 
plus  de  même  des  congruences  de  Sturm  et  de  Reye  :  ainsi  Reye 
a  démontré  que  les  cubiques  par  cinq  pomts  déterminent,  dans 
tout  plan,  des  triangles  autoconjugués  pour  une  même  conique^ 
et  cette  propriété  n'appartient  pas  à  la  congruence  de  Sturm. 

Nous  nous  sommes  demandé  (2)  quelle  pouvait  être  la  parenté 
de  ces  deux  congruences  :  elles  sont  des  cas  particuliers  d'une 
troisième  représenté^e  par  les  éfjuations 

y.  ((.,-        y'  a'.j-        y"  (i"x        ,. 

h.,:  h'x  h"  oc         ~     ^ 

c'est  Tensemblc  des  cubi(jues  j)assani  par  doux  points  et  ayant 


(1)  Remar<|Uons  en  passant  ceci  .- il  faut  oo^  courbes  planes  pour  (ju'it 
en  passe  une  par  tout  point  du  plan,  parce  (jue  la  condition  jiour  (ju"une 
courbe  passe  par  un  point  du  plan  est  unique,  mais  il  faut  oo"^  courbes, 
gauches  pour  qu'il  en  passe  une  par  tout  point  de  Fespace. 

,2)  Dissertation,  Gand,  190'2. 


trois  hisécnnies  communes,  savoir  (ix=  bu'=  <»,  fi'.c  =  h'x  =  0, 
■cr'x  =  b'x  =  0,  car  cix  =  i>.r  ==  0  perce  en  deux  points  la 
quadrique  -j-  a  xh'x — ^"  a'xh  x=^>,  etc.  Celte  congruence  G 
avait  été  étudiée  par  la  géométrie.  Nous  avons  pu,  grâce  à  la 
représentation  par  une  mairice,  pousser  plus  loin  celte  étude; 
de  plus  c'était  le  premier  exemi)le  d'une  congruence  de  cubiques 
gauches  traitée  par  l'algèhre.  Les  propriétés  des  congruenccs 
de  Reye  et  Sturm  s'en  déduisaient  comme  cas  j)ariiculiers. 
Toutel'ois,  ce  n'est  que  plus  tard  (ii  que  nous  avons  pu  préciser 
la  propriété  îles  triangles  déterminés  dans  un  j)lan  par  la 
congruence  G  :  ces  triangles  sont  autoconjugués  relativement  à 
une  conique,  pour  certains  plans  enveloppant  une  quadrique 
dans  le  cas  général,  pour  tous  les  plans  dans  le  cas  particulier 
de  Reje. 

En  iyO~,  E.  \'cncroni  a  étudié  les  congruences  de  courbes 
gauches  d'ordi'e  et  genre  donnés  et  s'est  demandé  lesquelles  de 
ces  congruences  étaient  d'ordre  jj  et  de  classe  g,  en  appelant 
ordre  le  nombre  des  courbes  qui  ])assent  par  un  point  arbitraire, 
et  classe  le  nom^jre  des  courbes  (pii  ont  pour  bisécante  une 
droite  arbitraire;  il  a  surtout  considéré  les  cas  où  p  ei  g  sont 
égaux  àO  ou  1.  Il  a  fait  l'application  aux  cubiques  gauches  et  a 
trouvé  deux  congruences  d'orrlre  1  et  classe  1.  Sa  méthode, 
familiéfvi  aux  géomètres  italiens,  (>st  géométrique  dans  la  forme, 
mais  au  fond  analytique,  j)uisqu'elle  s'aj)puie  sur  les  équations 
des  figures. 

En  1905,  nous  avons  développé  (-J  la  méthode  qui  nous  avait 
donné  la  congruence  G  :  nous  avons  supposé  (|ue  les  coefficients 
des  six  formés  de  la  matrice  contiennent,  algébriquement  et  au 
plus  au  ])remier  degré,  trois  ])ar'am('tres  homogènes  et  dans 
celte  liyj)Othèse,  nous  avons  trouvé  six  types  de  congruences  du 
premier  ordre:  deux  de  ces  types  sont  évidemment  les  types 
rencontrés  par  ^'eneroni. 

24.  Nous  donnons  tjuelques  développements  relatifs  à  l'un 
de  ces  derniers  systèmes,  j)arce  qu'il  se  lie  à  la  sextique  de 
genre  trois  signalée  plus  haut. 


{1}  Joto-n.  f.  Math.  t.  132. 

(2)  C.  R.  Acad.  se.  Paris;  voir  aus.si  Cinrj  Etudes. 


(1) 


La  congruence  Y  ici  considérée  a  pour  équations 
aj  a.x  -j-  y-i  bx  -f  a.j  cx     'Jy  a'x  -j-  y.^  O'a  -\-  ^3  c'x     y-i  a'x  -f  =«2  '^"-v  -j-  «g  c";tr 

/x  /'.r  /"x 

nous  les  écrirons  parfois  en  abrégé 

r/v       (7'-'^       f7"'        _  ,,. 

dans  le  cas  particulier  où  les  formes  h,  c,  a';,  d,  (i'\  h''  sont 
identiquement  nulles,  on  a  la  congruence  G  signalée  plus  haut. 
Résolvons  les  équations  (1)  par  rapport  à  y^,  y.^.  y-^  :  à  cet  etiet 
représentons  par  —  (o  le  rapport  des  éléments  de  la  première 
ligne  à  ceux  de  la  seconde  ;  nous  aurons,  en  supposant  f.\,  /'  t-,  f'x 
non  tous  nuls,  l'égalité 

(2)  xj  cix  +  '^-2  ^>^  +  'H  Cx  +  '•'  A  =  ^ 

et  deux  analogues.  Nous  tirons  de  là 

aj  :  a,  :  7,3  :  ,0  =  {bx  c'x  fx  )  :  —  (ax  c'x  fx  )  :  {ax  b'x  f'x)  : 

—  \axb'xc"x). 

A  tout  point  X  répond,  en  général,  un  système  de  valeurs  de 
7.^  :  7.3 :  7.3,  donc  la  congruence  F  est  du  jj^emier  ordre. 

Exceptionnellement  le  système  d'équations  (2)  est  indéterminé 
en  7.3  :  Xg  :  a.,  si  l'on  a 

(Ix  bx  Cx  fx 

(3]  a'x        b'x        c'x        fx       =  U; 

1;     a"x        b"x        c"x        f'x     : 

ceci  représente  une  sextique  c^  ;  tous  les  points  de  cette  courbe 
sont  singuliers  pour  la  congruence  1",  en  ce  sens  que,  par 
chacun  d'eux,  on  peut  mener  00  cubiques  F. 

Les  équations  fx  =  0,  fx  =  0,  /"./  =  0  représentent  trois 
plans  ;  nous  supposons  que  ces  plans  n'ont  qu'un  point 
commun;  celui-ci  satisfait  aux  équations  (1)  pour  toutes  les 
valeurs  de  a  J.  7.^,  7.3  ;  donc  (//'/")  est  un  point  fondamental 
pour  la  congruence,  cest-à-dire  un  point  situé  sur  toutes  les 
cubiques  F. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  la  cubique  gauche  obtenue 
en  supprimant  les  deux  premières  colonnes  de  la  matrice  (3) 
coupe  huit  fois  la  sextique  Cq.  Avant  de  faire  cette  suppression, 
on  peut  remplacer  la  troisième  colonne  par  y^  ax  -f-  '-«2  ^'oc  -\-  «3  Cx, 
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etc.;  alors  on  voit  (jue  toutes  les  cubiques  V  passent  par  le 
]X)ini  (t  ff)  et  coupent  huit  fois  c',j. 

On  voit  comment  l'étude  de  la  congruence  F  et  celle  de  la 
sextique  (désignée  ici  par  Cg  pour  la  distinguer  de  la  courbe  7,5, 
envisagée  plus  haut)  vont  de  pair.  Nous  leur  avons  consacré  des 
recherches  (l)  auxquelles  nous  renvoyons  pour  les  détails;  on 
V  verra  notamment  que  la  sextique  c,.  n'a  pas  dequadrisécante, 
mais  une  infinité  simple  de  trisécantcs  '2)  formant  une  réglée 
du  huitième  ordre,  pour  laquelle  c^  est  une  ligne  triple. 

Ici  nous  nous  arrêterons  seuhîment  à  trois  points  :  1°  genre 
de  la  sextique  ;  2°  congruence  des  hisécantes  singulières 
de  V  ;  3°  complexe  des  tangentes  de  V  ;  cette  dernière  question 
montrera  que  si  la  matrice  ne  suffit  pas  pour  résoudre  les 
problèmes  de  contact,  elle  n'empêciie  pas  de  les  traiter. 

25.  Pour  trouver  le  genre  de  la  courbe 

Cy  =       a,x      bx      Cx      /        =  •>, 

formons  l'i-quaiion  du  cône  de  sommet  y  projetant  la  coui'be  : 
à  cet  elïet  il  faut  remplacer  xi  par  ./•/  -[~  ^^V^  '^'^  éliminer  h,  ou 
encore  éliminer  k,  l,  m,  n  entre  l'équation 

l  ax  -\-  m  a'x  -[-  "  '^'''x  -\-  M  ay  -j-  k?n  a  y  -\-  kn  (("y  =  0 

et  trois  analogues  en  b,  c,  /. 

Cette  élimination  nous  ne  l'eliectuons  pas,  mais  nous  ana- 
lysons le  sens  de  l'opération  :  c'est  la  recherche  de  la  condition 
pour  que  ces  quatre  équations  soient  vérifiées  par  un  système 
au  moins  de  valeurs  de  ^,  /,  m,  n. 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  cône  projetant,  nous  cherchons  ses 
génératrices  doubles,  nous  devons  exprimer  que  ces  étjuations 
ont  deux  systèmes  au  moi?is  de  racines  communes;  en 
multij)liant  encore  chacune  de  ces  égalités  par  /<■,  on  a  en  tout 
huit  relations  homogènes  en  l,  m,  n,  kl,  km.  kn,  kH,  k-7n,  k'^n 


(1)  Bull.  Acad   Belg.  mai  1907. 

(2)  Car,  en  remplaçant  dans  la  matrice  (3j  les  éléments  de  la  1'®  colonne 
par  À  Ux  +  \J.  bx  -\-  ')Cx-\-  T.tx  il  arrive  pour  ooi  valeurs  de  ),  :;;.:■/:- 
que  les  éléments  de  la  nouvelle  colonne  aient  une  droite  commune,  et 
celle-ci  rencontre  Cq  ;iux  3  points  où  elle  perce  la  surface  cubique 
1  bx  Cx  fx  1-^0. 
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<|ui  doivent  èire  vérifiées  par  deux  systèmes  de  valeurs,  donc 
par  une  infinité  et  l'on  a 


(Ix 

ax 

a  A 

ay 

a  y 

a\ 

bx 

b'x 

b\ 

b. 

b'r 

b"y 

Cx 

Cx 

C"x 

cy 

C'y 

C"v 

U 

fx 

f'x 

fy 

i'y 

t'y 

Ox 

a'x 

a\ 

a\ 

a' y 

a'\- 

bx 

b'x 

b\ 

h 

Vy 

b'\ 

Cx 

Cx 

C  X 

Cv 

C'v 

C'y 

u 

t'x 

fx 

/> 

/> 

fy 

=  ô 


Celte  matrice,    pour    ij  fixe  cl  ./■  yariable,   représente  une 

ligne;  mais  par  sa  définition  même,  c'est  un  ensemble  de  droites 

])ar  le  point  ij  :  chercher  l'ordre  de  la  ligne  c'est  chercher  le 

nombre  de  ces  droites.  En  adapiant  le  procédé  régressif  de  plus 

Iiaut  à  l'énumération  de  cet  ordre  on   trouve  9  —  4  -}-  2  — 

1 -f- 1  =  ~-   Ainsi,  de  tout  point  de  vue,  la  courbe  Cg  a  sept 

points  doubles  apparents;  par  suite  le  geiire  <ie  la  cou7^be  est 

5X  t _ - _  3 
2 

Le  calcul  fait  à  l'instant  «tronstitue  un  premier  exemple  de  ce 
que  nous  avons  ailleurs  appelé  la  suyéliminatioii.  Cet  exemple 
manque  i)rovisoirement  de  la  rigueur  et  de  la  précision  néces- 
saires; ici  nous  voulons  seulement  faire  sentir  ce  que  c'est,  mais 
nous  reviendrons  sur  ce  sujet. 

26.  On  appelle  classe  "  d"une  congruence  de  courbes,  le 
nombre  de  ces  courbes  (jui  ont  pour  bisécante  une  droite  donnée 
arbitraire.  On  appelle  bisécante  singulière  une  droite  qui 
est  bisécanie  d"une  infinité  de  courbes  de  la  congruence  (nous 
croyons  avoir  été  le  ])remier  à  étudier  ces  bisécantes). 

Considérons  une  cubique  de  la  congruence  1", 


'1^  (l'x  -j-  '>■_,  b  X  -\-  'J--^  Cx 


/'-v 


'J-y  a"x  +  'J-i  b'x  -\-  a.,  c' X 
t"x 


d'après  ce  qui  a  éié  dit,  le  système  des  bisécantes  de  cette  courbe 
est  représenté  par  les  équations 

l  >.  {y.^  rix  +  y..i,  bx  +  -a,  Cx  )  + 

l  >.'  (ïj  a'x  -[-  x^  b'x  +  '^3  c'x  )  +  ''■"(^1  ^''^  -|-  '^i  ^'"'  +  ^;i  c"x  )  =  0, 


=  0; 


—    H    — 

^-,  >.',>."  étant  trois  paramètres  -variables.  Exprimons  (|ue  cette 
bisécantc  coïncide  avec  la  droite  y  z.  donc  passe  pai-  //  et  par  c  ; 
puis  éliminons  les  paramètres  linéaires  À,  À',  À"  : 

'i  (^y  +  '^2  ^^v  +  H  O-    '^-1  "'y  +  ''i  If'y  +  ''■^  c'y    '^i  ^''V  +  '^j  ''^'V  +  '^-s  <^'"v 
h  fy  '        /'V" 

/--  /'^"  /". 

Si  l'on  supprime  la  troisième  ou  la  première  ligne,  on  a 
respectivement,  en  désignant,  pour  abréger,  chaque  détermi- 
nant partiel  par  une  de  ses  lignes, 

^1  I  ny  fy  t^  i  +  '■  J  ^>^^  1y  A  I  +  'H  I  '•;■  fy  1^  1  =  0. 
H  I  ''^  ty  A  I  +  «'^  I  f'^^  fy  f^\  +  =^3 1  c~  fy  f=\  =  "- 

d'où  en  général  }iu  système  de  valeurs  de  -j-^  :  -x.,  :  y..^  donc  laie 
cubique  1"  avant  f/:-  pour  bisécante  :  la  congruence  1"  est  de 
première  classe. 

Le  procédi'  employé  ici  pour  trouver  la  classe  de  la 
congruence  est  général  et  se  formule  par  la  règle  suivante, 
ilonnée  déjà  dans  nos  «  Cinq  Etudes  »  :  on  double  la  matrice  de 
la  congruence  et,  dans  les  deux  moitiés  du  résultat,  on  remplace 
les  coordonnées  courantes  ./■  par  deux  séries  de  variables 
ponctuelles  y  eX  z. 

La  dt'terminntion  de  y.^  :  y.^  :  y-^  au  moyen  des  relations 
■écrites  en  dernier  lieu  présente  une  excejdion  si  l'on  a 

1  ay   /v  /.  I    i  by   fv   A  1    I  Cv   fy  fz   \  _  ,,. 

I  az  fy    Jz    I     i  hz  fv    fz    I    I  Cz  fy    fz   \ 

alors  oo'  cubiques  I'  ont  pour  bisécante  ij  z,  cette  dernière 
matrice  égalée  à  zéro  exprime  donc  les  conditions  pour  que  y 
-et  z  soient  sur  une  même  bisécante  singulière. 

Si  //  est  fixe  et  z  variable,  celte  matrice  représente  une  ligne 
du  7'"®  oi'dre,  c'est-à-dire  7  droites  issues  du  point  //.  Mais  si  .^ 
coïncide  avec  le  point  (//'/'  )i  tous  les  éléments  de  la  dernière 
matrice  sont  simplement  nuls,  donc  la  droite  joignant  y  à  (//'/") 
€ompte  triple.  Ainsi  de  tout  point  de  l'espace  on  peut  mener 
cinq  bisécantes  singulières,  savoir  une  vers  (/  /'/')  et  quatre 
autres. 

Il  y  a  une  doul)le  infinité,  ou  une  congruence,  de  bisécantes 
singulières  ;  l'évanouissement   de   la    matrice   écrite  ci-dessus 


=  0. 
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peut  être  regardé  comme  constituant  les  équations  de  cette- 
congruence  de  droites,  à  deux  séries  de  variables  y  et  z.  (D 

Les  coordonnées  pliickériennes  de  la  droite  si  l'on  y  fait 
Pj2  ^  y^  z.^  —  1/.J  z-i,  etc.,  sont  aussi  des  coordonnées  à  deux- 
séries  de  variables;  des  équations  entre  de  telles  coordonnées 
constituent  un  cas  particulier  de  relations  à  deux  séries  de 
variables  y  et  z,  telles  que  vérifiées  pour  y  et  pour  s,  elles  le 
sont  pour  y  -j-  ^?-,  quel  que  soit  k.  La  notation  que  nous 
employons  ici  a  la  même  propriété,  mais  est  plus  générale. 
A.  Clebsch  a  montré  que  dans  le  cas  d'une  équation  (complexes 
de  droites)  on  peut  toujours  passer  aux  coordonnées  pliické- 
riennes, Pour  une  matrice  comme  ci-dessus,  la  chose  est  encore 
possible  théoriquement  (?)  mais  la  réalisation  cftective  est 
probablement  pénible;  on  ne  sait  pas  au  surplus  sous  quelle 
forme,  matrice  ou  autre,  se  présenteront  les  résultats. 

27,  Soit  à  chercher  la  tangente  à  une  cubique  de  la 

congruence  F  par  le  point  qui  détermine  la  cubique. 

Considérons  la  cubique  \  gx  fx\\  =  0;  le  réseau  des  quadriques- 
circonscrites  a  pour  équation 

I     À       gx      fx    1=0; 

cherchons  le  plan  polaire  d'un  point  y  relatif  à  une  telle- 
quadrique,  en  nous  rappelant  que,  pour  dériver  un  déterminant^ 
on  peut  dériver  successivement  chaque  colonne  : 

I     '■      gy      /^    I  -r  1     >-      Qx      fy    I  =  U; 
mais  si  y  est  sur  la  cubique  considérée,  on  a 

gy   =  —   ,Oj  /v,         g'y   =  —    (..j  /y,         g"y    =  —   o>i  /"y, 

d'où  pour  le  plan  jiolaire 

I     "''       /  V      "h  1y    I  +  1     '•      fJ^      fy    I  =  <^> 


1 1)  Autres  détails  sur  les  bisécantes  singulières  dans  notre  article  du- 
Bull.  Acad.  Belg.  mai  1907  et  notre  mémoire  couronné,  1913. 

(2)  Voir  notre  article  de  «  L'Enseignement  mathém.  1910.  »  La  fin  de  ce 
travail  rapproché  de  la  propriété  qu'une  variété  algébrique  à  n  dimensions 
dans  l'espace  à  m  -j- 1  dimensions  est  toujours  représentable  par  une  seule 
équation  (voir  un  chapitre  ci-après)  constitue  une  nouvelle  démonstration, 
du  théorème  de  Clebsch. 
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et  l'on  voit  aisément  que  ce  résultat  est  identique  à 

I     À       (jx  -\-^'>,tx      fy    I  =  tt; 

bien  que  l'on  ait  ici  trois  paramètres  homogènes  À,  À',  À",  les 
plans  représentés  par  cette  équation  ne  forment  qu'un  faisceau 
dont  l'axe  est  représenté  par 

cjx  -f    M,/.,'       fy  =0; 

ce  sont  donc  là  les  équations  de  la  tangente. 
En  développant  les  formes  gx,g'x,g"x,  on  obtient  la  relation 


2j  t'x 


'..^  bx  +  y-i  Cx  +  co^  fx  -\-  (-)  fy  =  0 


et  deux  analogues.  Et  comme  le  point  y  appartient  à  la  courbe, 
on  a  Qy  -f  ojj  fy  =  0  ou 


((V 


'■7  ày 


Cv 


'1 A  =  0 


ax 

a'x 

a"x 

av 

a'v 

a" y 

bx 

b'x 

b"x 

by 

b'y 

b\ 

Cx 

Cx 

C"x 

Cy 

c'y 

C'y 

tx 

fx 

fx 

fy 

fy 

fy 

h 

fy 

fy 

0 

0 

0 

et  deux  analogues.    De  ces  six  équations,  on   peut    éliminer 
7j.  -j.y  ^3,  (.)j,  (0,  ce  qui  donne 


=  0. 


Si  les  X  sont  variables  et  les  y  tixes,  on  peut  vériffei-  sans 
peine  que  cette  matrice  représente  une  droite,  la  tangente  donc 
à  la  cubique  I"  déterminée  par  le  point  y. 

Si  les  y  sont  variables,  on  a  la  représentation  d'une  courbe  de 
septième  ordre,  lieu  des  contacts  des  tangentes  aux  cubi(}ues  F 
issues  du  point  fixe  x. 

Comme  ce  lieu  passe  visiblement  par  le  point  x  même,  le  cône 
projetant  de  x  cette  courbe  du  septième  ordre,  est  lui-même  du 
sixième  degré  :  les  tangentes  aux  cubiques  V  forment  un 
complexe  de  sixième  ordre,  (i) 

Nous  voyons  ici  que  la  structure  de  la  matrice  seule  ne  permet 
pas  d'étudier  les  questions  de  contact,  car  il  faut  dériver,  c'est- 
à-dire  démembrer  les  éléments;  mais  la  représentation  par  une 
matrice  n'empêche  pas  cette  étude. 


(Ij  Les  bisécantes  singulières  sont  des  rayons  singuliers  pour  les  cônes 
du  complexe.  (Cf.  notre  article  Bull  Acad.  Belg  ,  mai  1907.) 


28.  Une  congruence  linéaire  de  courbes  gauches  élantilonnée, 
sous  forme  de  deux  équations  à  deux  paramètirs  arbitraires, 
on   peut    trouver   les    équations   différentielles    de    cotte 


congruence. 


^  Ce  problème  est  classique.  Toutefois,  posé  comme  ci-dessus, 
il  ne  s'apjdique  aux  courbes  algébriques  que  si  ces  dernières 
sont  des  intersections  totales  des  doux  surfaces.  Il  convient  de 
l'examiner  par  exemple  pour  les  cubiques  gauches  représentées 
par  des  matrices  à  six  éléments. 

()v  le  problème  en  question  est  complètement  éiiuivalent  à 
celui-ci  :  trouver  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  delà 
congruence  qui  })asse  par  un  point  arbitraire.  C'est  évident  à 
première  vue,  car  la  courbe  dont  il  s'agit  est  unique  ainsi  que  sa 
tangente,  et  les  deux  quantités  qui  déterminent  la  direction  do 
la  tangente  doivent  se  tirer  des  équations  de  cette  tangente  en 
fonctions  uniformes  du  point  choisi;  ces  fonctions  seront  même 
rationnelles  si  la  congruence  est  algi'-briquo. 

Cependant  il  ne  sei-a  pas  superflu  de  développer  les  calculs 
sur  un  exemple;  et  pour  ne  pas  allonger  les  écritures,  nous 
prendrons,  non  pas  la  congruence  I',  mai.s  le  cas  particulier  G 
auquel  nous  avons  fait  allusion  plus  iiaut.  Ce  système  G, 


a  "X        y'  a'x        '■>■"  {("x 


=  0 


A.v  h'x  b"x 

représente,  rappelons-le,  oo-  cubiques  gauchos  ayant  en  com- 
mun deux  points  et  trois  bisécanles. 

Celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  1/  a  pour  équations 

I     ax/>v        a'x  h' y        n"xh"y       ,. 

i     ciyhx        n'yb'x        n"yb"x       ~     ' 

et  sa  tangente  se  trouve  par  le  procédé  suivi  j)lus  haut  : 
ctxby  —  cty  bx      a'xb'y  —  n'v  b'x      a'xb"y  —  C("y  b"x  '  _  a 

ay   by  a' y   y  y  fd'y   b"y  '    —    ^• 

Nous  pouvons  passer  des  coordonnées  homogènes  à  des 
coordonnées  cartésiennes,  rectangulaires  par  exemple;  pour 
abréger  supposons  que  cette  transformation  ait  été  efîectuée  au 
préalable,  de  sorte  (|u'il  suffit  de  regarder  .r^  et  y^  comme 
égaux  à  l'unité. 

Dès  lors,  on  a 

rix  by —  ay  bx  =  -  {eu  bk  -  ok  bi  )  (hci  yk  -  xk  yi  ) 


—    io  — 

ou,  en  abrogé,  ^=^  {ru  bk){xi  yu  — xh  iji).  ('etie  sommation 
où  i  et  k  sont  distincts  et  prennent  les  valeurs  1,  'i,  i,  t,  porte 
sur  six  termes  dont  trois  contiennent  l'indice  1  ;  w  sont 

(^'i  ^>i  )  U^^  —  !/i  )  +  (''2  ^'i  )  (-''j.  —  //i  )  +  (^'3  f^i  )  (^s  —  !h  )  ; 
un  des  autres  termes  est 

(rti  b.,  ) (<ri  ï/a  —  .'•,  >j,  )  =  (rti  /j2  )  L«/2  (j^i  —  ^1  )  -  //i  (.r^  —y,  )] 

et  les  deux  der-niers  se  transforment  de  même.  Finalement  les 
équations  delà  tangente  peuvent  être  remplacées  parla  relation 

O^'.i  —  y-.^  )  [(«3  ^^1  )  y\  +  ("3  ^^2  )  ^2  +  («3  ^K  )]  =  ?  ^0-  ^y. 

et  deux  analogues.  De  ces  trois  relations,  on  peut  tirer  les 
rapports  mutuels  de  x-^  —  y  y,  Jt'3  —  //,.  >'■>,  —  y?,,  p  ;  mais  deux 
seulement  de  ces  rapports  nous  intéressent,  savoir  {x.^  —  //a  )  : 
(^1  ~y  \)  ^t  (./-'a  —  y-^  )  :  (^1  —  yx  ),  car  ce  sont  les  coeflicients 
de  direction  de  la  tangente,  donc  les  dériv(''es  de  //a  par  rai)port 
à  //i  et  de  y.,  par  rapport  à  y-^  ;  on  trouve 

'^  y>         I  (^'1  ''2  )  .y^  +    ''i  b.^  )  y,^  -r  {"x  h^  !  ay  hy 


Il  y^  I       ay  br  («3  b^  )  y^  +  {a.^  b-^  )  y-.^  -^  {'t.,  b^  ) 

{".i ^^1  yi  4-  (^^>. ^^2 ) y-i  +  (53^)1 
(''3  ''^i  )  yi  +  (^'3  '>i  I  yi  -T-  i^h  i>i  )  I 

et  une  formule  analogue  pour  la  dérivée  de  //j 


CHAPITRE  III 

Autre  congriience  de  cubiques  gauches 

29.  J.  de  \'rit's(i  avait  eu  Ykh'-e  de  considérer  une  transfor- 
mation Crcmona  de  l'espace  qui  change  les  droites  en  cubiques 
gauches,  et  d'appliquer  cette  transformation  aux  congruences 
linéaires  de  droites  :  ainsi  on  obtient  des  congruences  de 
cubiques  gauches  qui  sont  aussi  du  premier  ordre. 

L.  Godeaux,  i2;  énumérant  les  types  olUenus  par  ce  procédé, 
en  a  laissé  écha])per  un  assez  remarquable. 

M.  Otie  a  présenté  au  jury  central  une  thèse  de  doctorat 
consacrée  à  ce  type.  Nous  lui  avons  conseillé  de  publier  son 
ti^avail,  mais  il  n'en  a  rien  fait.  Nous  croyons  donc  pouvoir 
utiliser  son  manuscrit;  le  type  en  question  est  d'ailleurs  un  de 
ceux  que  nous  avons  signalés  dans  nos  Citiq  Eludes. 

Cette  congruence  f-)  a  pour  équations 

^i  o.x  +  'j-i  hx      a,  a'x  4-  «2  ^'x      ^i.a"x  -f-  «j  b"x    I   ^  Q_ 
«1  dx  -\-  a.j  fx       ïj  d'x  -\-  ^:i  fx      'j-i  d''x  -p  «3  rx    I 

Pour  y.y  et  -a^  tendant  vers  zéro,  en  même  temps  que  a^  :  a^  tend 
vers  A,  on  a  la  culiique 

kax  -f  f^x        /x      =  0, 

et  toutes  ces  cubiques  sont  sur  la  surface  du  troisième  ordre 
I  cix  bx  fx  I  =  0.  De  même  pour  -j.^  =  -/.j  =  t»,  on  a  la  surface 
I  bx  dx  A  1  -=  0. 
Les  équations  de  H  donnent 

et  deux  relations  analogues,  d'où 

a^  :  aj  :  5  x^  :  p  «3  =  \  bx  dx  /.v  j  :  —  \axdxtx\  '. 
\axbxfx\  :  —  \axbxdx\, 


(1)  C.  R   de  lAcad.  d'Amsterdam,  190S. 

(2)  Nouv.  Aiin.  de  math.  1909. 


ce  qui  donne  aisément 

«j  :  «2  :  a,,  =  I  bx  dx  fx\-\  ax  hx  fx  I  : 
—  I  ax  bx  /x  I    I  ax  dx  /x\  :  \  bx  tix  /x\  ■  \  Ox  bx  dx  \ . 

Donc  la  congruence  est  du  premier  ordre,  puisiiui;  loui  point 
■W  donne  un  système  de  valeurs  de  a^  :  a^  :  «3,  ou  ce  qu'on 
peut  appeler  un  point  «  d'un  plan  (a). 

Si  a  décrit,  dans  le  plan  (a),  une  courbe  d'ordre  n,  la 
cubique  H  correspondante  engendre  une  surface  généralement 
<l'ordre  6 ?^  ;  cet  ordre  diminue  de  3  unités  chaque  fois  que  la 
courbe  du  plan  (a)  passe  par  le  sommet  de  référence  y.^  =  v.^  -=  0 

ou    OL^  =  a.^  =  0. 

Par  exemple,  à  la  droite  a^  -}-  k  'x.^=  o  répond  la  surface 
cubique  |  hxdxfx]  —  k  \  n.\  dxfx  I  =  0,  etc. 

A  tout  point  du  côté  de  référence  -j.^  =  0  répond  l'unique 
cubique  (-),  Il  hxfx\\  =  0. 

SO.  Pour  les  lignes  singulières  de  la  congruence  (-),  les 
relations  donnant   7.^:2^:7.5  doivent  être  indéterminées;  on 
trouve    ainsi    facilement  que    les   lignes  singulières   sont  la 
■sextique  gauche 


C(;    —           ((x          bx 

d. 

A  . 

et  les  deux  cubiques  gauches 

C3   —        dx 

A 

;  -  0, 

c  3    =    :'      (ix 

bx    i 

1  =  0 

;-dont  chacune  i-encontre  huit  fois  c;^.  Nous  devons  supposer 
<c'^  et  c'g  sans  j)oint  counnun,  car  autrement  nous  retrouvons 
le  système  étudié  au  chapitre  précédent. 

Chaque  cubi(|ue  H  coupe  huit  fois  c,;,  une  fois  c'.,  et  une 
fois  c".^. 

Pour  trouver  la  classe  d'une  congruence  de  cubiques,  on  a 
TU  plus  haut  une  méthode  g<''nérale,  Api)liquée  au  système  H, 
cette  méthode  donne  la  matrice 

;i  '^1  %  -f  '^2  by     7j  dv  +  '-'■;(  /y     '-'■1  «--  +  '^-2  b.:     y.^  d:  -f  '-'a  /-  ll  =  " ; 

les  colonnes  1,2,.'!  ou  1,2,  1  représentent  chaque  fois  une 
courbe  du  troisième  ordre  dans  le  plan  (7)  ;  le  sommet 
«1  =  ^2  =  0  est  double  pour  l'une  et  simi)le  pour  l'autre,  et  de 


—    IS   — 

même  le  sommet  aj  =  a3  =  0;  il  faut  en  outre  défalquer  un 
point  2,  distinct  de  ces  deux  sommets  et  annulant  la  matrice 
des  colonnes  1  et  2;  il  reste  quatre  intersections  des  deux 
courbes  planes,  donc  la  congruence  H  est  de  quatrième 
classe. 

31.  La  cubique  W  qui  passe  par  un  point  donné  //  s'obtient 
en  remplaçant,  dans  la  matrice  initiale,  -/i,  a.^,  xg  par  leurs 
valeurs  en  fonctions  de  y  ;  chaque  déterminant  partiel  étant 
désigné  par  son  terme-pi'incipal,  on  a  donc  le  résultat  suivant 

nx  {by  d'v  fv)  -  hv  {ay  d'y  /"v  )         ^/..  {by  d'v  t"y  )  —  b'x  (r<r  d'y  f'y  > 

dx{ay  h' y  t'y  )    —    fx  {ay  b'y  d" y  )  d' x  {ay  h'y  f'y  )    —  f,   [ay  b'y  d"v  ) 

axihyâ'yf'y)    -    h" ,  {ay  d'y  f  y  ) 
d".{ayh'yry)-     /" .  {ay  b'y  d"y  )  -    ^^ 

OU,  apri'S  addition  de  lignes, 


{ax  by  d'y  f'y  ) 


(I 


d,{ny},'yf'y)     -     f  X  {«  y   b' y  d  ' y   )  -  - 

telles  sont  les  conditions  pour  que  deux  points  ./•  et  //  soient 
sur  une  même  cubique  H;  en  coordonnées  y,  elles  représentent, 
outre  la  cubique  H  passant  par  .r,  la  sextique  singulière  Cg  comp- 
tée triple,  les  cubiques  singulières  c'g.  c'^  comptées  simples. 

Si  l'on  veut  représenter  la  sui'face  engendrée  par  les  cubiques 
H  s'appuvant  sur  une  droite  tj  z,  on  peut,  dans  la  dernière 
matrice,  remplacer  i/i  par  yi-\-kzi  et  éliminer  k\  mais, 
comme  les  ./•  ne  figurent  qu'au  premier  degré,  il  vaut  mieux 
intervertii  d'abord  les  symboles  ./•  et  //;  on  a  alors  la  relation 

{aybxd'xf'x)  +  h{azb.xd'xfx)  +  i^[dy{axb'xf'x)  - 
fy{axb-xd'x)]  4-  hi-^[dz{axb\xf'x)  —  /=  iaxb\xd"x)]  =  0 

et  deux  analogues. 

L'é'limination  simple  do  k  et  "»  donne  facilement  une  surface- 
d'ordre  IS;  la  surélimination  donne  des  courbes  singulières  sur 
cette  surface,  savoir  Cg  comptée  six  fois,  c'^  et  c".^  comptées 
chacune  une  fois,  plus  les  quatre  cubi(jues  <-)  ayant  y  z  pour 
bisécante.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'efîcctucr  le  calcuL 

32.  Pour  projeter  une  cubique  quelconque, 

mx        m'x        m"x       _  ,. 
iix  lix  n  X 


—  41t  — 

d'un  point  y,  on  rem])!ace  y,  par  ij,  -[-  A\r,,  co  qui  (lonn(^ 
my  -j-  Unix       —        —        _    j, 

ny    -j-   kUx  —  —  ~"       ' 

d'où  la  relation 

w?v  +  Unix  -[-  ?  nx  -\-  k  }  Ha  =  0, 

avec  deux  analogues. 

Si  le  point  y  est  sur  la  courbe,  on  a  my  =  o  vy,  etc.,  d'où 
l'équation 

ny  (t"  + /)  +  hnix  -p  A'w^.  =  <>, 

avec  deux  analogues;  r(''limination  de  <•■>  -h  -,  />',  /i ,'-  donne 
I      Uy  nix  Ux        -^0. 

A|)pliquant  ceci  à  la  cubique  H  (jui  j)asse  par  y,  on  a 

dy  (fty  h'y  f\)  —  fy  {((y  Vy  d'y)       {(ix  hy  d'y  f'r)       dx  (Hv  h'y  /"v)  —  /,  (^0'  ^>J  '-^'V)    |    =  Ô^ 

C'est  la  condition  que  y  soit  à  la  fois  sur  une  cubique  6  et  sur 
une  bisécante  issue  de  x.  Ou,  en  coordonnés  y,  c'est  la  suri'ace 
iS'io  lieu  des  appuis  des  bisécantes  issues  de  œ  aux  cubiques  t). 
Le  point  x  est  visiblement  double  sur  cotte  surface,  et  le  cône 
tangent  en  x  est  le  cône  perspectif  à  la  cubicpie  W  qui  passe 
par  X. 

33.  Pour  avoir  la  tangente  à  une  cubique  t),  considérons 
le  réseau  de  quadriques  circonscrites  à  la  cubique  (■)  qui  passe 
i>ar  y, 

I      X         {Clx  by  d'y  fy  )        dx  (%•  Uy  f'y  )  —  fx  (Hy  U y  d'y  )    1    =    0  ; 

le  plan  tangent  en  y  s'obtient  par  le  i)rocédé  polaire 

d 

ce    procédé  ap])liqué  à   la  seconde    colonne   du    détei^minant 
ci-(lessus  donne  des  r(''sultats  nuls,  donc,  pour  le  plan  tangent, 

i        >-  (rfx  hy  d'y  f'y  )  dy  (/fy   h'y  /"y   )   -   fy  (Cïv   h'y  d"y   )     \     =     0, 

et,  ))0ur  la  tangente. 

Il       {ax  by  d'y  f'y  )  'iy  (%  h'y  f'y  )    —    fy  {fly  h'y  d" y  )    \\    =    0. 


—  50  — 

En  coordonnées  y  c'est  le  lieu  des  contacts  des  tangentes 
Issues  du  point  œ ;  l'ordre  total  de  ce  lieu  est  37;  mais  la 
courbe  Cg  est  comptée  trii)le  et  les  courbes  c'g  c"^  simples.  }{estc 
une  courbe  d'ordre  13;  le  cône  qui  la  projette  d'un  de  ses  points 
est  du  degré  12,  donc  le  complexe  des  tangentes  aux 
cubiques  B  esl  du  douzième  ordre. 

Si  dans  la  matrice  représentant  la  tangente,  on  additionne  les 
lignes  multipliées  respectivement  par  l,  V,  l",  on  trouve 

1 1  {a,-  by  d'y  f'y  )  —  0, 

ï  l  [dy  {ay  b'y  f'y  )    -    U'  (rty  Uy  d"y  )]    ==    0 

et  ces  relations  représentent  le  faisceau  des  ])lans  par  la 
tangente,  car,  pour  un  point  x  arbitraire,  on  détermine  les 
rapports  mutuels  de  Z,  /',  l".  Ces  deux  équations  représentent 
donc  un  j)lan  tangent  à  la  cubique  0  menée  par  y.  En 
exprimant  que  ce  plan  ])asse  par  les  points  ;  et  t,  et  en 
éliminant  l,  /',  l" ,  on  trouve 

{(I:  by  d'y  f'y  )        {m   bv  d'y  f'y  )  dy  (ay  b'y  f" y  )  —  fy  {^(,y  b'y  d'[y  )    |    =    0. 

En  coordonnées  y,  c'est  la  surface  Siq  lieu  des  contacts  des 
plans  tangents  menés  par  la  droite  z  t  aux  cubiques  H.  La  droite 
z  t  est  visiblement  simple  sur  cette  surface,  donc  le  lieu  des 
contacts  d'un  plan  fixe  avec  les  cubiques  B  est  une  courbe  du 
neuvième  ordre. 

34.  Pour  avoir  le  point   conjugué   d'un  point  y  pour 

une  cubique  ]!  w^  nx  \\  =  0,  on  i)rend  les  trois  quadriques 
^-irconscrites  obtenues  au  moyen  des  trois  déterminants  extraits 
delà  matrice;  on  forme  les  plans  polaires  de  y  relatifs  à  ces 
quadriques,  ce  qai  donne  la  relation 

my  n'x  —  m'y  nx  -f-  m^n'y  —  m'xn^^  =  0 

et  deux  analogues.  En  appliquant  à  la  cubique  H,  ce  qui 
introduit  les  paramètres  a^,  a^,  «3,  on  obtient  l'égalité 

-->-{'  {ay  d'x  —  a' y  dx  +  a  a  d'y  —  a'.x  dy  )  -]-  -j-^  -j-,  {by  d'x  —  b'y  dx  -f 

b,  d'y  —  b'x  dy  )   +    -y,  a,  {Oy  /'v  -  a  y  /.v  +  (tx  fy  —  a' x  fy  )    + 
a,  a,  (^v  fx  -  b'y  fx  +  bx  fy  —  b'x  fy  )    —   Ô  . 

et  deux  analogues;  ces  trois  relations  bilinéaires  en  -j.^  :  y..^  et 
^1  :  y.^  permettent,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  déjà,  l'élimination 


simple  qui  donne  l;i  surfaf'.e  \  lieu  du  conjugué  de  ij  jiour  les 
cubiques  W,  et  la  surcliminalion  qui  donne  les  lignes  singulières 
de  cette  sui'face.  Visiblement  //  est  double  sur  .%  et  le  cône 
tangent  est  le  cône  perspectif  à  la  cubi(|ne  H  menée  par  y. 

35.  La  représentation  au  moyen  d'une  matrice  facilite  lÏHude 
d'une  certaine  transformation  cubique  de  res|)ace,  trans- 
formation connue  et  à  laquelle  nous  avons  fait  allusion  dans  le 
préambule  du  présent  cbapilre.  Posons 

Zy  :  3_,  :  .V;  :  .":j   =    |  f>x(U  fx  |  :  —  |  iix  ilx  /.i  |  :  \  a x  l>\  fx  \  : 

—  I  tix  l>x  (Jx  I  ; 

cette  transformation  fait  cori'cspondre  les  plans  (Tun   esj>ace 
E>  (en  coordonnées  .^)  aux  surfaces  cubiques  cii'conscrites  à  la 
sextique  c\  dans  l'espace  L\    La  congruence  <->  ivjiond  à  une 
•congruenee  de  droites  dont  voici  les  équations  : 

Si  .'•  (\st  un  point  quelcon(|ue  de  res|)ace  A^.on  a  la  relation 

c?i  z■^  -f  f)v  :-.^  -i-  (Jx  :■:,  +  A  -i  =  " 

et  deux  analogues;  d'où  les  .r  j)roportionnels  à  quatre  fonctions 
oubiques  en  .^,  toutes  pareilles  aux  piV'cédentes  :  h^s  plans  de 
respac(>  Ey  réjjondent  donc  à  des  surfaces  cubiques  circonscrites 
dans  L\  à  une  sextique  c',^  conjuguée  de  c\.:  les  droites  de 
L\  répondent  à  des  cubiques  octosécantes  de  c',;  ;  la  sextique 
<•',;  est  représentt'e  j)ar  une  matrice  à  ;>  lignes  et  1  colonnes  de 
formes  en  c. 

Mais  si  ,/'  est  un  point  de  c\..  r<''(juation  écrite  en  dernier  lieu 
et  les  deux  analogues  sont  vérifiées  j)0ur  une  infinité  de  |)oints  c 
en  ligne  droite,  et  cette  droite  est  trisécante  tle  c\^  Cardans  la 
matrice  qui  définit  e'„  on  peut  faire  une  addition  de  colonnes 
telle  que  les  ('déments  d'une  colonne  s'annident  pour  une;  même 
droite,  en  c.  :  et  cette  droite  rencontre  c\.  aux  trois  points  où 
elle  perce  la  surface  du  troisièm<>  ordredéfinie  jiar  le  déterminant 
des  trois  colonnes  restantes. 

Cliercbons  les  cubi(pies  H  par  un  point  /'  de  c^:  à  P  répond 
une  ti-isécante  ;'  de  Cy  ;  à  c'..{  et  c".^  deux  droites  a',  a"  sans 
point  commun  :  les  droites  appuyées  sur  /,  a',  a"  engendrent  un 
^système  i^églé  d'une  quadrirpie,  donc  les  cubiques  <->  corresjton- 
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dames  engendrent  une  surface  S^.  Une  droite  d  rencontrant 
c'3  répond  à  une  cubique  rencontrant  a'  et  perçant  encore  la- 
quadriquc  {ta'a")  en  cinq  autres  points;  donc  d  perce  ^g  en  cinq 
points  autres  que  son  appui  surc'g-,  ou  c'3  est  une  courbe  simpla- 
sur  5^;  de  même  pour  d'^.  Chaque  point  de  c^  répond  à  une 
trisécante  de  c'g  et  perce  deux  fois  la  quadrique  {i  o!  a),  donc 
la  courbe  Cg  est  double  sur  S^.  Deux  quadriques  {ta!  ci'),  {t'a' a") 
ont  encore  deux  droites  communes,  donc,  par  deux  points  de 
Cg.  on  peut  mener  deux  cubiques  W. 

On  trouve  pareillement  les  cubiques  0  par  un  point  H  de 
c'g  :  à  ce  point  H  répond  un  point  h  de  a';  les  droites  issues 
de  h  et  s'appuyant  sur  a'  engendrent  un  plan  auquel  répond 
une  surface  S^.  On  peut  déduire  de  là  ces  corollaires  faciles  : 
il  n'y  a  pas  de  cubique  O  par  deux  points  de  c'g-,  il  y  a  une 
cubique  (-)  par  un  point  de  c'3  et  un  de  c"3,  ou  par  un  point 
de  c'3  et  un  de  Cg. 

36.  La  transformation  utilisée  ci-dessus  se  prête  bien  à 
l'étude  des  cubiques  W  dégénérées.  Comme  les  courbes  (-) 
coupent  c^  en  huit  points,  et  que  c^^  n'est  jamais  rencontrée 
par  une  conique  en  six  points (l\  si  une  cubique  ft  dégénère  en 
une  conique  et  une  droite,  ceile'-ci  est  trisécante  de  c«.  et  la 
cubique  dégénérée  répond  à  une  droite  unisécantc  de  c'g.  Les 
droites  des  cubiques  (")  dégénérées  forment  donc  la  surface,  du 
huitième  ordre (2),  des  trisécantes  de  c„.  Quant  aux  coniques, 
elles  engendrent  une  surface  S,^,  car  les  droites  s'appuyant  sur 
n\  a'  et  c',.  engendrent  une  surface  S^.^,  à  laquelle  correspond 
un  couple  de  surfaces  d'ordre  total  3(3.  A  tout  point  P  de 
Cg  répond  une  trisécante  é  de  c'«  ;  la  multiplicité  de  Cg  sur  S.,, 
est  égale  au  nombre  de  droites  s'appuyant  sur  f,  a',  a"  et  c\  ■  or 
c'a  rencontre  12  fois  la  quadrique  {l,  a',  a")  dont  3  fois  sur  t  et 
9  fois  en  dehors.  A  toute  unisécante  d  de  c'3  répond  une  cubi- 
que A  coupant  une  fois  a',  liuit  fois  c'g;  il  n'y  a  donc  plus  que 
27  droites  (36  —  8  —  1)  s'appuyant  sur  A.  a\  a'\  c\  donc  c'3  (et 
aussi  c''3  )  est  simple  surS^,. 


(1)  Voir  Cinq  Eludes,  p.  .'31. 

(2)  Car  une  droite  quelconque  rencontre  de.s  <;;-éuératrices  Je  cette  surface 
en  des  points  répondant,  dans  l'espace  E-y.  aux  S  appuis  d'une  cubique- 
gauche  sur  c'g. 


^^■> 


Pour  Ifs  cubiques  H  dégénérant  en  trois  di'oiies,  elles 
répondenl  à  des  bisécanies  de  c',,.  Or  les  bisécantes  de  c'„  forment 
une  coniiTuence  d'ordre  7  et  classe  ir.:  les  droites  s'appuvanl 
sur  rc'et  a"  forment  une  congruence  d'oi\ire  et  classe  1  ;  d'après 
un  théorème  d'Halj)hen,  il  y  a  22  ravons  communs. 

37.  Aux  oc'  cubiques  '-)  s'apjniyant  chacune  deux  fois  sur 
une  bisécante  singulière,  répondent  des  droites  s'appuyant 
sur  a'  et  a'\  et  deux  fois  sur  une  cubique  gauche  A. 

1"  Si  a'  {on  a")  rencontre  A,  les  oo^  bisécanies  qui  s"a])puient 
sur  a'  (ou  n")  engendrent  une  quadrique,  et  rc"  (ou  a)  est  aussi 
unisécante  de  A. 

2"  Sinon  les  bisécantes  de  A  qui  rencontrent  a'  forment  une 
surfaces^:  tout  plan  par  a  contient  trois  génératrices  deS^: 
aucune  autre  droite  sur  S^  ne  peut  rencontrer  ces  ti'ois  généra- 
trices sans  se  confondre  avec  l'une  d'elles,  donc  rencontrer 
Ci.  Or  a'  et  a"  sont  supposées  sans  point  commun,  donc  cette 
seconde  alternative  ne  donne  pas  de  bisécante  singulière.  Mais 
a"  perçant  quatre  fois  5^.  on  contrôle,  en  passant  que  la 
congruence  H  est  de  classe  4. 

3'^  Les  deux  cas  jin-cédents  supposent  la  cubique  A  projjre- 
ment  dite.  Admettons  ensuite  que  A  se  décompose  en  une 
droite  o  et  une  coni(iue  ■;  (ceci  exige  que  la  droite  correspon- 
dante dans  E^  s'a])puie  sur  Cq  )  :  ou  bien  la  droite  ->  ne  renconti'e 
ni  a',  ni  a",  alors  les  rayons  rencontrant  s  a\  a"  forment  une 
quadrique  et  pour  qu'ils  rencontrent  tous  v.  il  faut  que  cette 
conique  soit  sur  la  quadrique,  donc  rencontre  a  et  a\  ce  qui 
ramène  au  1°;  —  ou  bien  o  rencontre  a'  par  exem])le  sans 
que  Y  rencontre  a"  (ce  qui  serait  le  1°),  les  seuls  rayons 
coupant  une  fois  a'  et  a"  et  deux  fois  la  cubique  dégénérée 
sont  celui  joignant  les  percées  de  a'  et  a"  dans  le  plan  •;,  et 
les  rayons  joignant  le  point  (o  a')  aux  intersections  de  y  avec 
le  plan  mené  par  ce  point  (o  «')  et  par  la  droite  a":  donc  ù 
ceci  ne  correspond  pas  de  bisécante  singulière;  —  ou  enfin  y 
rencontrer'  en  deux  points;  alors  bs  oo  rayons  menôs  dans 
le  plan  •;  par  le  ])oint  de  percée  de  «"  sont  des  bisécantes 
de  la  cubique  dégénérée;  dans  l'espace  r\.  il  leur  répond 
une  surface  S■^. 

Kn  résumé,  il  y  a  en  fait  de  bisécantes  singulières,  d'abord 
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les  oo'  droites  uniséccmtes  de  Cg  et  Insécantes  de  c.^  (ou  c".j  )^ 
ensuite  des  droites  unisécanies  de  c'.^cid\,  et  en  nombre- 
lini,  comme  nous  le  ferons  voir. 

Pour  toute  bisécante  singulière,  les  cul)if|ues  <-)  engendrent, 
ou  l)ien  une  surface  S.^,  comme  on  vient  de  l'observer,  ou  biert 
une  surface  5,5  répondant  à  une  quadrique.  Dans  ce  dernier  cas, 
on  constate,  comme  plus  haut,  que  c'.j,  c'^  sont  des  lignes 
simples  sur  5'„  et  que  c^  en  est  une  ligne  double. 

Les  cultiques  A  octosécantes  de  c'„  et  s'apj)u\ ani  une  fois  sur 
a'  et  a'  forment  une  congruence,  car  celles  qui  passent  par  un 
point  de  a'  forment  une  congruence  linéaire  étudiée  au  cliapitre 
précédent;  donc  il  en  |)asse  une  ])ar  un  point  arbitraire  P  de  a' 
et  un  point  arbitraire  Q  de  n''.  Pour  qu'elle  corresponde,  à  une 
bisécante  singulière,  il  faut  que  les  deux  unisécantes  a\  a" 
déterminent  une  môme  (piadrique  circonscrite  à  A,  ce  qui  fait 
deux  conditions;  car  la  quadrique  cii'conscrite  déterminée  par 
a'  coupe  a' en  P  et  en  un  autre  point  R  donm''  par  une  équation 
(kl  premier  degré;  il  faut  deux  conditions  pour  que  celle-ci  soit 
indéterminée.  Donc  il  y  a  un  nombre  fini  de  hisécantes 
qui  sont  il  la  fois  unisécantes  de  c\  et  c\ 

38.  Passons  à  l'examen  analviique  de  cette  dernière  catégorie 
de  bisécantes  sinç-ulières. 

Les  conditions  pour  que  doux  i)oints  y  ci  z  soient  sur  une 
même  bisécante  d'une  cubique  W  s'écrivent 

Il    ^1^0'  +  -'ih        ^i'Iy  +  -^.lA'        y-iaz  +  y..,hz        -j-^dz  -f  -/^ /^  jj  =  a 

1"  Cherclions  les  l)isécantes  singulières  appuvées  sur  c'.,,  et  (•"3, 
mais  ne  i)assant  par  aucun  des  deux  points  {hb'  b"),  if  f  f); 
nous  pouvons  sup])Oser  y  sur  c\  et  par  constVjuent  écrire,  en 
admettant  que  by,  b'y.  b'y  ne  soient  pas  tous  nuls, 

ay    =    w  b\\  (l'y    =    '"  b'y^  il  'y    =    (•)  /y"v, 

et  de  même  prendre  .'  sur  c'^, 

dz  =-  <.//r,        a:z  =  o»'/'^,        d''z  =  <.;/\ 

avec  la  même  restriction  que  /,  /',  /',  ne  sont  pas  tous  nuls. 
Alors  la  matrice  de  plus  haut  devient 

M   Z^         (o.  y.,  —  v..  )  hy        y.^  dy  ^  y.,^fy        a^  a^  -f  a^  b:        ('•/  7.^  -{-  a.,  )  fz    ^    ===    0; 


•Jv) 


pour  que  y  z-  soit  bisécanle  singulière,  il  faut  et  il  suffit  que  M' 
s'annule  pour   une    infinité   Je   points  y..  Le  déterminant  des 
colonnes  1,  2,  \  et  celui  des  colonnes  1,  :î,  \  ont  respectivement 
les  formes  (pie  voici 


((.)'/,    -1-    a_,  )     ((■>'  7^    —    -j.,)     (l'.-j.^    ^    •j.y.. 


I  » 


si    l'on  a    posé    >.  =  |  hx  dy  /:  |.    \>.  =  \  by  /.■  /.:  I,    >■'  =  I  ^O'  ":  /:  i, 

Les  deux  expressions  À  y.^  —  y.  ag  et  /'  «j  -i-  y.'  a^^  i)Ourraient 
représenter  la  même  droite  du  plan  (a),  mais  celle-ci  se  réduirait 
à  Xj  =  0  et  ceci  correspond,  on  s'en  souvient,  à  une  seule 
cubique  W. 

Mais  l'une  de  ces  expressions  peut  être  identiquement  nulle, 
par  exemple  si  l'on  a  À  ^  ;j.  =  0,  et  ces  dernières  conditions 
sont  réalisées  si  l'on  a,  ou  bien 

i!    f'y      h  il  ==  <:> 

ou  bien 

il       '*)•  dy  fy-  U^      I:    =    «'• 

Dans  1(>  premier  cas,  on  peut,  i^ar  soustraction,  annuler  la 
])remière  colonne  de  M  et  l'on  a  ellectivement  une  infinité  de 
points  -/  annulant  le  di'terminant  l'estant  :  ces  points  sont  sur 
une  conique,  et  les  cubiques  H  correspondantes  engendrent  une 
surface  S^^.  D'ailleurs,  les  relations  ^)yiz  \  =  0  indi([uent  une 
projectiviié  entre  les  rayons  de  la  gerbe  du  sommet  {]>  h'  h")  et 
celle  de  sommet  (/  /'  /')  ;  les  rayons  de  la  seconde  qui  projettent 
les  points  c  de  c'g  forment  un  cône  quadratique,  puisque 
(/  /'  /  )  ^st  sur  c":j  ;  il  y  répond  un  cône  pareil  dans  la  première 
gerbe,  et  ce  cône  coupe  c':j  en  quatre  i)oints  autres  que  [h  h'  h"). 

Dans  le  second  cas,  on  a  1  by  il  y  fy  j  =  0,  avec  Oy  by  =  o, 
])uisque  ij  est  sur  c':j  ;  ces  relations  représentent,  outre  le  point 
{b  b'  b")  exclu  par  Inpoilièse,  les  huit  appuis  de  c'.,  sur  t\.  ;  pour 
chacun  de  ces  huit  points,  le  déterminant  |  by  dy  fz\  =  0 
représente,  en  coordonnées  o,  un  plan  qui  coupe  c'".j  en  deux 
points  autres  que  {f  f  f")-  Pour  ce  second  gt^oupe  de  seize 
bisécantes  singulières,  le  déterminant  des  colonnes  1,  ■'>,  t  de  M 
s'annule  pour  oo  points  a  en  ligne  droite,  À' x^ -|- a' x^j  =  o  ; 
ceux-ci  annulent  aussi  les  déterminants  restants  de  la  matrice  .1/ 
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et  ainsi  les  cubiques  (-)  qui  s'appuienl  sur  une  des  bisécanies  du 
second  groupe  engendrent  une  surface  du  troisième  ordre. 

Il  y  a  une  troisième  possibilité,  c'est  que  «-j  a^  -|-  '^-.i  ''=  ^>  annule 
le  déterminant  des  trois  premières  colonnes  de  M  j)Our  toute 
valeur  de  Xj  :  7.^  c'est-à-dire  que  l'on  ail  simultanément 


1    Ijy       ,/,,  _  ,.//^, 

az 

1  =  " 

1          h  y                 il  y      (./   /, 

h,    \ 

—  0 

ceci  arrive,  ou  bien  si  l'on  a 

h  y              ily     <'^ 

fy      - 

=  (» 

ou  bien  si 

}>\  (l\     —    !•>'  /v  (Iz  l>r.  =^    H. 

Si  le  premier  cas  se  réalise,  on  a  aussi  la  relation 
I /vj  f/v /j  I  =^  0  qui.  avec  ayby  =0  donne  encore  les  iiuii 
appuis  de  d■^  sur  c^.  Et  réciproquement,  si  y  est  un  de  ces 
ap])uis,  on  a  par  exemple  À  by  -f-  ;j.  (Jy  +  /  fy  =  0  avec  deux 
égalités  analogues,  d'où  1  dy  \i- dv  ~\- >  f y  =U  et  en  prenant 
o/  égal  à  —  (■'  :  ;■»-),  on  définit,  pour  chacun  de  cîS  huit  appuis, 
une  nouvelle  Idsécante  singulière,  distincte  des  précédentes, 
puisque  les  cubiques  W  qui  la  rcnconti"ent  engendrent  une 
surface  S3  répondant  à  <•>  5;^  -1-  7.^  -=  0  {troisième  groupe  de 
h iséca / / tes  sing ulières) 

Dans  le  second  cas,  comme  la  matiùce  az  bz  .n'est  pas  nulle, 
on  doit  avoir  simultanément 

I  Ily  (I2  br.       1=0. 


>\  dz       hz 

dy    —    '•''  fy        tlz        bz 
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en  coordonnées  c,  ces  deux  relations  re])résentent  deux  qua- 
driques  circonscrites  à  c'3  ;  leur  intersection  se  complète  jiar 
une  bisécante  de  c'3.  Les  i)isécantes  singulières  de  ce  quatrième 
groupe  sont  donc  des  bis<''cantes  de  c'3,  et  chacune  donne  une 
surface  S3  répondant  à  o'  a^  -\~  n.-^  ^=  0.  Pour  avoir  le  nombre  de 
droites  de  ce  dernier  groupe,  on  ))eut  remplacer  les  ?/  par  des 
fonctions  cubiques  de  <•>  et  les  .■;  par  des  fonctions  cubiques  de 
to',  mais  la  première  des  relations  écrites  en  dernier  lieu  n'est 
que  du  second  degré  en  w  et  du  sixième  en  <.•>',  car  elle  doit  être 
vérifiée  par  la  valeur  infinie  que  prend  le  paramètre  o  au  point 
{b  b'  b")  ;  l'autre  relation  étant  du  3''  degré  en  <•'  et  du  7"'**  en  0/, 


rélimination  de  (•/  dorme  :{  x  <^  +  ~  X  ^'  =  32  valeurs  de  \j,  ce 
-qui  correspond  à  Iti  bisécantos,  m-iis  pinit-éire  ce  résultat  est-il 
encore  sujet  à  restriction. 

On  obtient  trois  nouveaux  groupes  analogues  aux:  2""^,  ;V»«  et 
J"'*  intervertissant  les  rôles  entre  c';,  et  c".,. 

39.  Pour  être  complet,  il  faut  voir  si  l'on  n'a  pas  de  bisécante 
singulière,  appuyée  sur  e'^  et  c'^  et  passant  par  le  point  {h  h'  h") 
toujours  exclu.  Prenons  donc  ce  point  pour  y;  deux  cas  se 
présentent  : 

1"  Si  .*  se  confond  avec  {f  f  f),  deux  déterminants  extraits 
de  la  matrice 

'-'•1  f'b        "i  (h  -f-  ^^3  fb        -■'■y  "(  -^  ''■!  ^'f        '-'•1  '[f 

se  réduisent  à  des  expressions  .l/^j -j- A' -^.j,  M'  -j-^-—  ]S'  -j--^  et 
ne  peuvent  coïncider  que  sous  la  forme  y-^  =(•.  ce  qui  répond  à 
une  seule  cubique  H. 

2'  Si  :■  est  distinct  de  {f  jf"),  les  quatre  déterminants 
extraits  de  la  matrice  considc^n-e  sont 

'^]   I     ^'.        ■-'■1  (h  +  '^3  //         'H  "z  +  '"-i  ^':     I        ^'^ 
'H  (">'  h  -^  «:J  I     ^'/.        ^1  fih  +  ^..  /b       /=    I   =-  0, 

((./  aj  ^  '/,  )    I       -x^  (]-^    ^    y,  /^  a  //..    +    a,  /;.  /^     j    -    0. 

Il  ne  faut  pas  considérer  l'hypothèse  n^  =  o,  car  elle  ne  donne 
qu'une  cubique  W,  ni  l'hypothèse  o' a^ -)-  a.^  non  nul,  car  alors 
les  2^  et  ;}<' relations  ont  de  nouveau  la  forme  M  '-1.^^  N  y.-^, 
M  y-y  -j-  A"'  Xj.  Reste  l'hypothèse  où  w'  a^  -j-  x,  =:  o  satisfait  à  la 
première  relation  pour  toute  valeur  de  y. y  :  y^  ;  alors  on  a  : 

1    "b      '/(>  —  '"7/,      ''.  1  --  0, 
\    ai,       di,  —  0,'  /,,       //,    I        () 

donc,  ou  bien     «^    f/^  —  o//^    -=  U,  ce  qu'on  peut  éviter  en 
choisissant  {h  b'  b")  hors  de  la  surface  |  a.v dxfx\  ^  0 ;  pu  bien 
%   {db  —  "^'/cj)    ('z   ^>z  =  ^   Gt  comme     ci:  bz     n'est   pas 
nulle,  on  doit  avoir  simultanément 

I  «i  «.      /^-    !    -  0 

1     'h  —  '"7/.      r(^      b^    1  --=  U; 


en  remplaçant  ^  par  des  fonctions  culiiques  de  i-)'  on  a  ainsi  deux 
équations  en  w',  dont  une  seule  contient  les  sj'mboles  il,  /;  ou 
peut  disposer  des  coefficients  '//,  /,  de  façon  que  ces  deux 
épualions  n'aient  ])as  de  racine  commune. 

Bref,  il  n'y  a  pas  en  général  de  bisécante  singulière  appuyée 
sur  C3  et  c''.j  et  passant  p:jr  {h  U  h"),  ni  pareillement  par  (/  /'  /")^ 


CHAPITRE  IV 

Courbes   algébriques   gauches 
représentables  par  des   matrices  ^^ 

40.  Si  une  courbe  gauche  est  représemt'>e  par  une  matrice  à 
l  lignes  et  /  -j-  1  colonnes,  en  ce  sens  que  tous  ses  points,  et  ses 
points  seuls,  annulent  les  ^  -|-  1  déterminants  qu'on  peut  extraire 
delà  matrice, deux  surfaces  circonscrites  à  la  courbe  s'obtiennent 
en  supprimant  l'une  des  deux  colonnes  de  degré  le  plus  élevé  en 

^1'  •^'■l-  ''.3-  ■'  i- 

Le  résidu  de  l'intersection  est  rej^résenté  par  la  matric*.'  où 
Ton  a  aboli  ces  deux  colonnes  à  la  fois. 

Ce  résidu  est  toujours  une  couri)e  de  degré  inférieur  à  celui 
de  la  courbe  primitive,  comme  il  résulte  du  calcul  suivant  : 
d'apivs  une  formule  vue  plus  haut,  ces  deux  degrés  sont 
respectivement 

ï  //,  n.^  -r  -  n-  +  ï  //  ïyy  +  -ïhlh- 

,'-1  /-i  /— 1 

1  1  1 

et  leur  difléi'en('e  peut  s'écrire 

/  /-i  /— 1 


1 


elle  est  toujours  positive,  car  le  dernier  terme,  seul  négatif,  peut 
être  soustrait  du  précédent  si,  comme  on  l'a  supposé,  p/  est 
supérieur  à  chacun  des  nombres  Pi. p^,  ...pi—\. 


(1)  Vna  partie  de  ce  clmpitre  a  paru  dan^-  le  Bull.  Acad.  Belg,  janv.  1919. 
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Ainsi,  lorsqu'une  courbe  Cu  esi  représent(''e  par  une  mairice  à 
/  lignes  et  /  -|-  1  colonnes,  deux  surfaces  qui  la  contiennent  ont 
un  résidu  d'ordre  inférieur  à  n.  Le  même  raisonnement 
s'applique  à  ce  rrsidu  et,  de  proche  en  proche,  on  arrive  à  une 
matrice,  à  une  ligue  et  deux  colonnes,  c'est-à-dire  à  une 
intersection  totale  de  deux  surfaces,  à  moins  qu'on  ne  rencontre, 
avant  d'avoir  épuisé  le  procédé,  une  matrice  M  dont  tous  les 
déterminants  s'annulent  pour  une  certaine  surface  S  accom- 
pagnée d'une  courbe  c  qui  ))eut  d'ailleurs  faire  défaut. 

Occupons-nous  de  cette  dernière  alternative  :  supposons  la 
matrice  M  à  1  lignes  et  ^-f-  1  colonnes,  et  faisons-la  précéder 
de  deux  lignes  d'éléments  arbitraires  quant  à  leurs  coeffi- 
cients, mais  de  degrés  tels  que  les  déterminants  extraits  de 
la  nouvelle  matrice  soient  homogènes.  La  nouvelle  matrice 
M'  a  ^ -|- ~  lignes  et  /  +  1  colonnes;  les  déterminants  qu'on 
en  extrait  par  suppression  d'ime  des  deux  premières  lignes 
représentent  deux  surfaces  ayant  la  partie  commune  *S'  et  dont 
les  résidus  R,  R'  se  coupent  suivant  la  courbe  c  ])lus  peut-être 
une  courbe  c'. 

Un  déterminant  l)  extrait  de  M'  par  suppression  d'une  des  l 
dernières  lignes  représente  une  surface  qui  peut  avoir  en  com- 
mun avec  5  une  surface  .V  et  une  courbe  c",  intersection  totale 
de  deux  surfaces  ;  S'  et  c"  ne  peuvent  manquer  à  la  fois.  Or  les 
points  communs  aux  surfaces  .^^  et  D  annulent  aussi  les  détermi- 
nants extraits  de  M' par  sui)])ression  de  toute  autre  des  ^dernières 
lignes  ;  c'est  évident  si  les  ])oinls  de  S  annulent  tous  les  premiers 
mineurs  des  déterminants  extraits  de  M  ;  sinon  on  aura  clioisi 
[)  avec  des  mineurs  extraits  de  M  et  non  tous  nuls  pour  les 
points  de  S;  alors,  pour  ces  points,  deux  séries  de  ces  mineurs 
sont  proportionnels,  ou  ceux  de  la  nouvelle  série  tous  nuls. 

La  courbe  c,  en  tout  ou  en  partie,  peut  annuler  M', 
notamment  si  elle  nnnule  tous  les  premiers  mineurs  des 
déterminants  extraits  de  A/. 

Bref,  un  point  annulant  M'  ne  peut  être  que  sur  la  surface  S 
ou  sur  la  ligne  c  -\-  c';  s'il  est  sur  S,  comme  il  doit  annuler  D, 
il  est  sur  5  ou  c".  Et  si  M  ne  s'annule  que  pour  ime  ligne,  une 
partie  c"  de  cette  ligne,  qui  ne  manque  jamais,  est  une 
intersection  totale. 

Par  exemple  si  la  matrice  M  pouvait  représenter  deux  droites 


—  61  — 

non  dans  un  même  plan,  la  surface  5  devrait  être  plane,  les 
déterminants  analogues  à  D  tous  du  premier  ordre,  donc  les  l 
dernières  lignes  toutes  pareilles  (juant  à  l'ordre  de  leurs 
éléments,  et  cet  ordre  ne  pourrait  être  que  0  ou  1.  Mais  R  et  R' 
devraient  aussi  être  du  premier  degré,  ou  les  deux  premières 
lignes  de  M' aussi  pareilles  entre  elles,  avec  0  ou  1  pour  degré 
de  chaque  élément,  sans  <|uoi  D  serait  au  moins  ((uadratique. 
Finalement  il  n'v  aurait  d'élémenls  de  degré  1  que  dans  une 
ligne  ou  une  colonne  de  chaque  déterminant  D,  donc  la  matrice 
M'  n'aurait  d'éléments  linéaires  que  dans  une  colonne  ou  deux 
lignes;  mais  alors  M' =  0  ne  représente  en  tout  qu'une  seule 
droite,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

41.  Ue  même  .1/' ne  peut  représenter  une  biquaclratique 
rationnelle  c^.  car  elle  représente  un  ensemhle  de  courbes, 
parmi  lesquelles  une  intersection  totale,  (|ui  ne  manque  jamais. 
Examinons  si  la  courbe  rationnelle  t-,  peut  être  représentée 
seule  par  une  matrice  à  l  lignes  et  /-(-  1  colonnes.  Pour  avoir 
un  résitlu  d'ordie  inférieur  à  4,  il  faut  considérer  deux  surfaces 
circonscrites  d'ordi-es  2  et  ."!;  l(>ur  intersection  se  complète,  on 
le  sait,  par  deux  droites  non  dans  un  même  plan,  car  nous 
venons  d'exclui'e  la  possibilité  d'un  résidu  contenant  une 
surface.  Par  ce  résidu,  on  ne  peut  mener  (|ue  deux  ({uadriques, 
et  le  nouveau  résidu  est  identique  au  premier,  car  derechef, 
rhyi)0thèse  où  le  nouveau  résidu  comprend  une  surface  a  été 
reconnue  fausse. 

Donc,  If  ^fiqur/draiique  ï'ationnelle  nesl  pas  représen- 
tahle  par  une  matrice  à  l  ligjies  et  l -\- l  colo?ves. 

On  ne  réussirait  pas  davantage  si  le  premier  résidu  était 
formi'  de  deux  droites  confondues,  car  deux  (|uadriques  (bî 
raccordement  suivant  une  génératrice  g  se  coupent  encore 
suivant  deux  droites  généralement  distinctes,  ou  peut-être 
confondues,  mais  en  tout  cas,  U'  nouveau  résidu  est  du  même 
ordre  que  le  premier. 

Pour  le  montrer,  on  prend  un  point  P  commun  aux  deux 
quadri(|ues  cl  hors  de  g.  Le  plan  gP  est  tangent  à  la  première 
(juadi'ique  en  un  i)oint  (J  de  g;  mais  en  Q  le  plan  tangent  à  la 
seconde  (juadrii|ue  est  aussi  gP,  donc  In  droite  (JP  apparlif^nt 
aux  deux  surfaces,  etc. 


On  ])eut  aussi  établir  la  chose  par  le  calcul  suivant.  Soit  Oz  la 
droite  de  raccordement  :  les  deux  (iuadri(|ues  étant  représentées 
par 

ax-  +  Tjj:y  4-  cy"-  -f  dxz  +  eyz  +  f.r  -^jjy        o. 
o:ocr  +  h'xy  4-  c'y-  +  d'xz  -f  eyz  +  fx  +  (jy  --=.  0, 

si  l'on  transporte  l'origine  en  un  i^oint  Q  de  cooi-données  0,  0,  li, 
les  termes  du  premier  degré  deviennent 

{dh-^f)x  +  {eh^y)y 
{d'h-^n-r  4-  {e'h-^g')y. 

et  leur  évanouissement  représente,  dans  les  deux  systèmes 
d'axes,  les  plans  tangents  au  pDint  Q  de  la  droite  de  raccorde- 
ment ;  ces  ])lans  iloivent  coïncider,  donc 

d  11  —  f         c  hA;-  g  _ 

dir^r  =  TiiT^j- 

ceci  a  lieu  jjoui'  toute  valeur  de  h,  par  suite  d  :  d'  =  f  :  f  = 
e  :  e'  -^  g  :  g'  ;  alors  les  équations  des  deux  (|uadri<iues  peuvent 
être  amenées  à  avoir  les  mûmes  termes  en  xz,  yz,  z,  y;  leurs 
points  communs  sont  à  l'intersection  de  l'une  d'elles  avec  une 
surface 

(a  -  a')  X'  -\-  {T>  —  l>)  xy  1-  (c  —  f';  ^-        (  », 

obtenue  par  soustraction,  et  composée  de  deux  plans,  ])ar  (u. 
Ainsi  les  (juadricpies  ont  encore  en  commun  deux  droites 
généralement  distinctes. 

42.  Le  système  de  deux  droites  confondues  peut  être, 
soit,  comme  ci-dessus,  un  cas  limite  de  deux  droites  sans  point 
commun,  quand  il  est  fourni  i)ar  deux  quadriques  de  raccorde- 
ment; soit  un  cas  limite  de  deux  droites  d'un  plan,  donc  d'une 
coni(|ue,  quand  il  est  fourni  par  un  eùne  et  un  plan  tangent.  Ou 
encore,  suivant  les  circonstances,  il  est  un  cas  limite  d'un 
système  du  second  ordre  à  1  ou  o  point  double  apparent,  et  peut 
être  respectivement  le  résidu  d'une  courbe  c\  à  trois  ou  deux 
points  doubles  apparents. 

Pour  nous  en  assurer  par  un  autre  moyen,  appelons  eu-  =  0 
l'éq'iation  d'un  côni([aadrdtique,  tx  =  0  celle  d'un  plan  tangent, 
alors  toute  surfa*'»-  du  second  ou  du  troisième  degré  passant  par 
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les  deux  droites  confondues  a  respeciivemont  pour  éi|uaiion''l' 

Cx-  —  ix  a.v  -=  (  ),        Cx-  Tjx  —  tx  dx~  =-  0  ; 

ces  surfaces  ont  en  commun  la  droite  doulde  ])lus  ime  courlje 
'C'i  annulant  la  matrice 

Cx-      ax      dx-    j 

ix         1        hx     !'  ' 

mais  celte  courbe  c^  n'est  pas  rationnelle,  car  elle  est  l'inter- 
section totale  des  deux  (iuadri(|ues  ((ue  l'on  obtient  en  supj)rimant 
la  première  ou  la  troisième  colonne. 

Bref,  la  biquadratiipie  gauclie  l'ationnelle  seule  n'est  pas 
représentable  par  une  matrice  à  /  lignes  et  / -|-  1  colonnes.  t2) 

Il  en  est  de  même  ])ar  exemple  de  la  courbe  gauche  c^  qui 
complè'te  l'intersection  de  deux  surfaces  cubi(iues  passant  par 
la  biquadiatique  rationnelle. 

43.  Par  contre  la  bi(|uadrati(iue  i-ationnelle  c,,  est  rej)i'ésen- 
table,  de  plus  d'une  manière,  |)ar  ime  matrice  à  l  lignes  et 
/  -|-  2  colonnes.  La  forme  la  plus  simj)lcî  serait 

5,        S,        S',       ^  0, 

où  S2  est  bi  seule  (piadi^ique  contenant  c^,  et  5.j.  S',  sont  deux 
surfaces  cubi<[ues  circonscrites;  car  S.^  coupe  5^  suivant  c.^  plus 
deuxde  ses  trisécantes,  et  5'y  coupe  ces  2  trisécantes  chacune 
en  3  points  de  c^,  mais  en  aucun  point  extérieur. 


(1)  Ceci  résulte  d  un  théorème  r<iuilaniental  de  Noether  ou  bien  du 
raisounemenr  que  voici  :  11  _v  a  cx>^  quadrirjues;  il  faut  3  conditions  pour 
<]u'unequadri(iue  contienne  la  droite  //  où /.v  touche  c.r^,  et  deux  conditions 
pour  qu'elle  y  touche  |)artout  le  idaii  t,  donc  il  y  a  oo"-  i|uadriques 
satisfaisant  à  ces  conditions  et  l'on  dispose  de  4  coeHicients  de  Ox-  pour 
identifier  une  de  ces  quadriques  à  la  forme  Cx-  —  txa.v  ■  De  niênie,  il  y  a 
oc^^  surfaces  cubi(|ues,  A  conditions  pour  c<uu;enir  r/.  3  c<uiditions  pour  y 
toucher  t  (une  surface  cubi(|ue  passant  par  une  droite  touche  2  fois  un 
plan  pai-  cette  droite:  il  faut  exprimer  qu'elle  le  touche  3  fois;  ou  bien  les 
paramètres  des  points  de  contact  sont  racines  d'une  équation  du  2''  degré 
dont  les  3  coefficients  doivent  être  nuls):  reste  oo^^  surfaces  cubi(|ues, 
et  l'on  dispose  des  9  +  4  ^13  coefficients  homogènes  de  d.r  ^  ei  de  b.r,  On 
pourrait  aussi  prendre.^  jiour  ave  des  <■  et  t  j)our  plan  des  1/  :■  et  constater 
que  la  surface  cubique  n'a  plus  que  12  termes. 

'2)  Voir  à  ce  sujet  une  assertion  peu  exacte  dans  Cmij  Eindes.  p.  92  :  la 
matrice  qui  s'y  trouve  représente  la  Ct  rationnelle  avec  une  droire  parasite. 


a.x 

Cx 

ex 

h. 

il.x 

(h 

<.',i 

/' 

hx 

dx 

f/-' 
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Une  aulre  représenlaiion  de  c^  se  trouve  dans  noire  mémoire 
couronné  de  lUl.");  la  voici 


0. 


Ceci  représente  en  eiiet  l'intersection  de  la  surface  cubique 
définie  par  les  colonnes  1,  4,  5  de  cette  matrice,  avec  la 
(juadrique  rixdx — hxCx,  d'où  il  faut  défalquer  les  droites 
nx=hx^=^)  et  t*.v  ^ '/.v-^  i).  Le  lecteur  peut  s'exercer  à 
démontrer,  par  le  moyen  île  cette  représentation,  le  théorème 
suivant  :  Une  série  de  génératrices  d'un  cône  quadratique 
et  un  système  réglé  étant  rapportés  projeciivement,  le 
lieu  de  l'intersection  du  plan  tangent  le  lo7i.g  de  la 
généiYilrice  du  cône  avec  le  rayon  correspondant  dit 
Sf/stème  réglé  est  nue  biquadratique  rationnelle. 

L'exem])le  île  la  biquadratiiiue  rationnelle  n'a  pas  seulement 
l'intérêt  d'un  renseignement  particulier  et  négatif  au  sujet  d'une 
courbe  c^  et  d'une  courbe  Cj.  Sa  ])ortée  est  plus  grande.  C'est  le 
premier  pas  dans  la  solution  du  problème  de  la  représentation 
lies  courbes  gauches  algébriques  par  des  matrices,  (un  des 
quatre  problèmes  posés  dans  notre  mémoire  couronné  de  I9l:i.) 

Nous  savons  à  présent  iiu'il  y  a  des  courbes  représen tables 
par  l  lignes  et  Z  -|-  1  colonnes  ;  qu'il  y  a  des  courbes  non 
représental)les  par  /  lignes  et  /  -(-  1  colonnes,  mais  bien  par 
l  lignes  et  /  4-  ~  colonnes.  Y  a-t-il  un  troisième  étage  possible  C 
La  question  n'est  pas  résolue  jusqu'ici,  mais  la  fin  du  présent 
ouvrage  montrera  qu'il  n'y  a  pas  d'étage  au-delà  du  troisième. 

44.  Plaçons  ici  une  courte  digression.  Dans  bien  des- 
(|uestions,  le  couple  de  droites  sans  point  commun  joue  à 
j)eu  près  le  rôle  d'une  courbe  d'ordre  "J  et  de  genre  —  1, 
puisiju'il  y  a  un  point  double  apprirent  (nous  dirons  parl'ois 
couple  de  di'oites  gauches). 

.  Il  semble  parfois  difficile  do  séj)arer  les  deux  droites,  donc  il 
peut  y  avoir  intérêt  à  étudier  des  systèmes  de  cou])les  ])areils. 
En  voici  un  :  soit 

un  faisceau  de  quadriques  dont  la  base  comprend,  un  couple  d: 
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(le  droites  gauches  et  un  couple  /  de  droites  formant  avec  le 
premier  un  (juadrilalère  gauche  ;  soit 

un  autre  faisceau  «le  quadriques  "dont  la  base  comprend  le 
couple  d  et  un  couple  g  analogue  à  /. 

Si  À  =  a,  les  deux  faisceaux  sont  projectifs  et  engendrent  une 
surface  du  quatrième  ordre  ayant  les  droites  d  pour  droites 
doubles. 

Si  À  et  ;j.  sont  deux  paramètres  variables  indépendants,  toute 
quadrique  i^  coupe  toute  (juadrique  G  suivant  le  couple  (/  et  un 
cou|)le  variable  c  s'appuyant  sur  d.  Les  droites  du  couple  c 
sont  des  rayons  de  la  congruence  linéo-linéaire  ayant  les- 
droites  d  pour  directrices. 

Par  un  point  //  passe  une  ({uadrique  de  chaque  faisceau,  donc 
un  couple  c  composé  de  la  droite  c'  issue  de  y  et  appuyée  sur  le 
couple  d,  plus  une  droite  c"  entièrement  déterminée  par  c';  car 
si  c'est  donnée,  une  (|uadrique  et  une  seule  de  chaque  faisceau 
la  contient. 

Les  quadriques  i^^et  G  par  y  ont  pour  équations 

Fx'  Fy~  —  Fr  F'x'  -  0, 
Gx^  G'y-  —  Gy-  G'x^  =  0; 

elles  se  coupent  suivant  le  quadrilatère  d-\-c.  Quand  //  décrit 
la  droite  y  -\-  kz  qui  ne  rencontre  aucune  dos  droites  d,  on 
obtient  la  relation 

Fx"  Fy  -  Fy'  F\'  +  /.'  ï  y,  ^{Fx^^  Fr  —  Fy'  F'x'}  + 
k-  (Fx'  F'z-  —  Fz-  Fx-)  -  0 

et  une  autre  analogue  en  G.  L'élimination  de  k  donne  une 
surface  du  huitième  ordre  qui  se  décompose  en  :  une  quadrique 
engendrée  par  la  droite  d  (jui  s'appuie  sur  les  droites  d  et  la 
droite  y  -\-  kz,  plus  une  surface  du  sixième  ordre  pour  laquelle- 
les  droites  c/  sont  triples. 

Tous  les  rayons  des  couples  c  appartiennent  à  la  congruence 
linéo-linéaire  appuyée  sur  le  couple  d.  Dans  ce  système 
doublement  infini,  chaque  rayon  a  deux  coordonnées,  et  les 
rayons  accouplés  ont  entre  eux  une  correspondance  (1,1)  facile 
à  formuler  :  j)renons  les  droites  d  pour  arêtes  j\  x.^^  et  ./-.j  x^  du 
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tétraèdre  de  référence;  la  droite. c'  peut  être  représentée  par 
Wi  =  p  X2,  x.^  =  ■j  x^,  et  p,  7  seront  dites  les  coordonnées  de  d 
dans  la  congruence  appuyée  sur  d.  Soit 

l'équation  développée  de  F;  ses  intersections  avec  c'  se  trouvent 
ainsi  : 

(a  p  -  4-  />  p  4-  c  7  -j-  tZ)  x.^  Xi  -^  0  ; 

elles  sont  au  nombre  de  deux,  l'une  x.^  -~=  0,  l'autre  x^  =  0,  sauf 
si  la  parenthèse  est  nulle;  de  même  la  droite  d  appartient  à  la 
quadrique  F  -\-  À  F'  si  l'on  a 

{('■  +  >.  a')  p  7  -h  (/^  +  À  h')  ?  +  {c-^  >.  d)  7  +  (rf  +  >.  f/')  =-  0; 

d'où  la  valeur  de  À.  La  surface  du  faisceau  F -{-  À  F'  qui  passe 
par  d  est  donc 

(7  p  7  -(-    /j  p   _[-  c  7  -(-    rf  rt  J-,  ^3  +  /y  oCj  .1?^  -j-  c  .^3  .Tj  +  d  X.^  X^     i    =   0  • 

rir'p  7  -j-  ?>'p  -f  c'7  -j-  d'        a'x^  x.^  -j-  h'x^  x.^,  +  c'.r^  ^3  -f  ^'^2  -^'i 

les  génératrices  de  même  système  que  d  sur  cette  ({uadrique 
étant  x-j^  =  i?  x.^.  x-^  -=  Sx^,  on  a 

a  z^-i-  b:^-{-c'-\~  d  aRS  -{-  hR-{-  cS  -}- d    \  _\ 

«'p  T  4-  b'p  +  d-  -I-  d'         a'RS  +  /yi?  -^  c'5  +  c?'  I  "^  ^  ' 

cette  équation  s'écrit  en  abrégé 

A  RS  ^  BR  -^  CS  -[-  D        0 

et  l'autre  faisceau  donne  pareillement 

A^RS  -^  B^R  4-  C,  5  +  Di  =  0; 

ces  équations  simultanées  ont  deux  systèmes  communs  de 
racines  {R,  S):  l'un  de  ces  systèmes  est  (p,  7);  éliminant  R 
on  a 

5^  {A  C,  —  A,  C)  +  S{A  D,  —  A,D-\-  BC^  —  B,  C) -{- {B  D^  —  B,  D)  =  0  ; 

l'une  des  racines  est  t  ;  appelons  l'autre  7',  nous  aurons 

BD^  —  B,D 
ACj^  —  A^C 

le  numérateur  de  la  fraction  est  divisible  par  7;  et  l'on  obtient 
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V  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  polynômes  cubiques  en 
p  et  7  ;  de  même  on  aura  c'  en  fonctions  de  ,-  et  7;  ces  deux 
résultats  représentent  la  correspondance  demandée. 

45.  Les  considérations  émises  à  l'instant  se  généralisent 
aisément,  car  les  rayons  de  toute  rongruence  de  couples  de 
droites  gauches  sont  évidemment  des  rayons  d'une  simple 
congruence  de  droites. 

Une  analoûjie  facile  conduit  à  des  systèmes  doublement 
infinis  de  biquadratiques  gauches  rationnelles.  Car,  soit  un 
faisceau  de  quadriques  ayant  [)0ur  base  un  couple  c  plus  un 
couple/;  soit  de  plus  un  faisceau  de  surfaces  cubiques  ayant 
pour  base  le  couple  c  plus  nécessairement  une  courbe  gauche 
Y-  Les  surfaces  des  deux  faisceaux  se  coupent  suivant  des 
biquadratiques  rationnelles  ayant  les  droites  c  pour  trisécantes, 
■ei  telles  qu'il  en  passe  une  par  tout  point  de  l'espace. 


CHAPITRE  V. 


Opérations  conduisant  à  des  matrices, 

.■« 

46.  On  obtient  toujours  une  matrice  quand  on  doit  exprimer 
que  n  -\-  l  équations  linéaires  à  n  inconnues  (au  plus)  sont 
compatibles.  Ceci  est  fréquent. 

Comme  exemple  cherchons  le  lieu  des  points  de  contact  des 
surfaces  de  deux  faisceaux. 

F  -\-  kf  =-^  0,         «l>  -f  ^'^  =  0; 

si  un  point  x  appartient  au  lieu,  ses  plans  polaires  relatifs  à 
deux  surfaces  de  ces  faisceaux  coïncident,  et  réciproquement,  si 
un  point  a  le  même  plan  polaire  par  rapport  à  deux  surfaces, 
une  de  chaque  faisceau,  et  s'il  est  sur  une  de  ces  surfaces,  il  y  a- 
contact,  donc  l'équation 


/,-     d 


d 


{^'dx,    '   ^'dx. 


doit  être  identique  à 

\    '  dxi    '      -  dx., 
et  l'on  doit  avoir 


+  X 


X, 


dx-t 


dxo 


+  -V, 


dx^ 


(F-i-kf)  =0 


+  ^^^^  +  ^'^-'^ 


dF 
dx> 


+  k 


'IL 

dXi 


""^i" 


dxt    '    "  dxt 
F-{-  kf  =--  0■ 


{i=\,2,3,4). 


éliminons  k.  p  et  p  /, 
F 

/ 


i) 


d  F 

d  F 

dF 

dF 

dx^ 

dx-i 

d.x.^ 

dx. 

df 

dt 

dt 

dt 

dx, 

dx, 

dx^ 

dx^ 

d'V 

C/<|) 

d«t> 

d^ 

dXy 

dXi 

dX; 

dx^ 

do 

d'= 

rf'f 

d^ 

dxi 

dx. 

dx^ 

dx. 

0;. 
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ceci  représente  la  courbe  gauche  constituant  le  lieu  cherché; 
on  trouvera,  dans  nos  Cinq  Eludes,  plus  de  détails  sur  cette 
question. 

47.  On  a  encore  une  matrice  quand  on  doit  exprimer  que 
deux  équations  à  une  inconnue  ont  deux  ou  plusieurs  racines 
communes.  Comme  il  s'agit  d'un  problème  plus  élevé  que 
l'élimination  simple  de  x  entre  deux  équations,  nous  avons, 
dans  la  préface  de  nos  Cinq  Etudes,  proposé  le  terme  de 
surélimînation  pour  désigner  la  recherche  des  conditions 
pour  que  deux  polynômes 

(     F  -  .^Q.^"'  +^i^r"'-i  +  ...  =.4, 
G^  B^  .r"  4-  Bi  ^^  -  1  +  ...  =  B,, 


(i)-î 


m' 


aient  un  plus  grand  commun  diviseur  du  second  (ou  troisième, 
etc.)  degré  en  x  au  moins. 

Nous  consignons  ici  le  raisonnement,  connu  d'ailleurs,  en 
prenant  pour  exemple  le  cas  du  p.  g.  c.  d.  quadratique,  mais 
la  méthode  est  générale;  il  est  même  superflu  de  rappeler  le  cas 
de  l'élimination  simple  qui  est  un  cas  particulier  du  problème 
actuel.  Les  lignes  qui,  suivent,  sont  entièrement  calquées  sur 
la  résolution  du  problème  de  l'élimination  simple,  telle  qu'on  la 
fait  d'ordinaire  dans  la  théorie  des  Domaines;  de  sorte  que  les 
coefficients  A^,  A^. ...  B(^,  B^^.  ...des  polynômes  F  et  G  pourraient 
être  à  leur  tour  des  polynômes  à  plusieurs  inconnues  ;  seulement 
si  les  coefficients  de  ces  derniers  ])olynoraes  appartenaient 
à  un  domaine  qui  n'est  pas  complet,  il  faudrait  passer  au  Corps 
correspondant  en  introduisant  les  fractions. 

Lorsque  les  polynômes  F  et  G  ont  un  p.  g.  c.  d.  quadratique 
D,on  a  F=  D  V et  G  =  —  I)  U,oi\  (Jet  7 sont  respectivement 
<ie  degré  n  —  2  et  m  —  2  au  plus  ;  ou  encore  U  et  V  sont  des 
polynômes  de  degrés  respectifs  n  —  2,  m  — 2,  à  coefficients 
Uq,  Ui,  ...  Ff),  F|,  ...  inconnus,  non  tous  nuls, qui  se  déterminent 
par  l'identité  F  U  -\-  GV  ^  0;  ainsi 

A,  U,  +  B,  V,  =  0, 


Ces  équations  sont  en  nombre  m  A^  n  ~  \et  il  en  résulte  ([ue 
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les  déterminants  extraits  de  la  matrice  suivante  par  suppressioiî 
d'une  liçrne  sont  tous  nuls, 


M 


A,,,    • 


ByB, 

■    B, 

Bn     : 
B, 


hn  -f-  n  —  1  lignes     \ 
\m  --\-  il  —  2  colonnes/ 


m  -f  «  —  3 


0, 

2,  à  coefficients  non  tous 


Réciproquement,  si  ces  déterminants  sont  tous  nuls,  il  existe 
une  même  relation  linéaire,  à  coefficients  non  tous  nuls,  entre 
les  éléments  de  toutes  les  lignes  de  M,  et  l'on  a  des  égalités- 
telles  que  (2),  d'où  en  multipliant  par  x^'^'^^~'^,œ 
et  additionnant,  on  a  une  identité 

FU  -\-  GV 

où  U  ei  V  sont  d'ordres  n  —  2  et  m 
nuls. 

Si  les  coefficients  A^,  S^  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  soit 
par  exemple  Ag  distinct  de  zéro;  d'après  l'identité  ci-dessus, 
F  divise  G  V;  si  'î  est  le  p.  g.  c.  d.  de  F  et  G,  o  V  est  le  p.  g.  c.  d. 
de  i^Fet  GV,  et  i^  divisant  FV  ei  G  F  divise  o  V,  or  i^est  de 
degré  m  puisque  Aq  n'est  pas  nul,  et  V  n'est  pas  identique  à 
zéro,  car  alors  f/le  serait  aussi,  et  l'on  a  vu  que  les  coefficients 
de  f/"  et  V  ne  sont  pas  tous  nuls,  donc  o  est  au  moins  du 
2''  degré. 

Au  contraire  si  Aq  =  Bq=  0,  la  matrice  M  n'a  plus  qu'un 
déterminant  qui  ne  soit  pas  identique  à  zéro,  et  c'est  le  résultant 
de  Aj  ^'"  -  1  +  ...  Am  et  de  B^  x''  —  ^-^  ...  +  Bn  et  l'on 
démontre,  comme  on  vient  de  le  faire,  que  si  ce  résultant  est  nul, 
les  deux  formes  ont  au  moins  un  diviseur  commun  du  !<=■■  degré 

Bref,  si  M  =  0,  ou  bien  les  deux  formes  F,  G  ont  un 
p.  g.  c.  d.  en  x,  d'ordre  2  au  moins  ;  ou  Men  les  coefficients 
Aq  et  B(,  sont  nuls,  et  en  même  temps,  le  résultant  des- 
formes  privées  de  leur  pjremier  terme  s  évanouit. 

48.  Ouvrons  une  parentlièse.  Pour  les  applications  de  Géo- 
métrie projective,  on  doit  regarder  comme  équivalentes  les  deux 
alternatives  où  le  résultant  R  de  deux  formes  F  ei  G  s'évanouit, 
savoir  la  présence  d'une  racine  commune,  ou  l'évanouissement 
de  Aq  et  Bq  ;  car,  dans  la  seconde,  on  considère  une  racine  com- 
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mune  infinie,  ou,  si  l'on  veut  éviter  l'infini,  on  passe  aux  varia- 
bles liomogènes  en  posant  ûc  =  x^:  j\,  et  l'on  parle  de  racine 
v^a  =  0;  de  même  sont  équivalentes  les  deux  alternatives  où  la 
matrice  M  s'évarouit  (deux  racines  communes  finies  ou  infinies). 

Aussi,  pour  ces  applications  de  Géométrie,  il  convient  d'aban- 
donner une  autre  manière  d'exprimer  les  conditions  d'existence 
d'un  p.  g.  c.  d.  quadratique.  Nous  allons  exposer  ici  cette  autre 
méthode  en  la  précisant,  car  les  auteurs  prennent  d'habitude 
deux  polynômes  dont  le  premier  coefficient  est  l'unité;  et 
pourtant,  dans  le  cas  où  les  coefiTicients  contiennent  eux-mêmes 
des  inconnues,  il  est  nécessaire  de  discuter  l'alternative  où  ces 
coefiicients  s'annulent. 

D'abord  si  les  formes  F,  G  ont  un  commun  diviseur 
quadratique  au  moins,  elles  en  ont  un  linéaire  au  moins  et  le 
résultant  R  s'évanouit.  De  plus,  nous  venons  de  voir  que  la 
matrice  M  obtenue  en  supprimant  les  lignes  extrêmes  du 
déterminant  suivant  qui  est  égal  à  R,  au  signe  près. 


A,. 


A,  . 


A, 


^0    Bi 


Bo    B,  . 


B, 


B. 


Bn 


.B. 


0     -^1    • 

déterminants    nuls.    Appelons    R^    celui  de  ces 


me 


a     tous     SCS 

déterminants   qu'on  obtient  en    sup])rimant    la    colonne    i'^ 
de  M  et  eu  multipliant  par  ( —  1!>».  En  particulier,  si  i^  et  G'  ont 
un  diviseur  quadratique  au  moins,  on  a 


R 


0, 


i?. 


-  0; 


R. 


■  m  -\-  H  —  1 

.,„  _)-«_i  se  déduit  de  R  en  supprimant  les  lignes  et  colonnes 
extrêmes. 

Ces  deux  conditions  sont  donc  nécessaires.  Sont-elles 
suffisantes?  Si  elles  se  réalisent,  les  colonnes  de  A*„  i  „_i 
ont  une  même  relation  linéaire, 


^0  ^0 

A ,  ?/,, 


-r  ^^0^1 


+  B,  V, 

+  B,  V,  -f  B,  V, 


0 
0 


A„,  H,, 


H„  _  o    -h   5;,  V„,  _  3  +    S„ 


1  f-  m  —  2 


0 


multiplions   par  j^wH-"— 2^  .r'" +"     •'*....   et   additionnons,  il 
vient 

+  {B,  œ"~{-B,  .r"  -  1  H-  ...  -f  B,  )  rr„  .r'«  -  ^>  ...  +  r,,  _  o) 

D'habitude,  on  observe  ensuite  que,  si  R  ^  0,  les  deux 
derniers  termes  de  l'égalité  précédente  se  détruisent,  et  la 
conclusion  se  tire  aisément.  Mais  ceci  n'est  pas  si  évident;  voici 
comment  on  peut  le  prouver  : 

Si  R  est  nul,  et  qu'un  au  moins  des  mineurs  relatifs  à  sa 
dernière  colonne  ne  l'est  pas,  les  }n  -\-  ti  —  1  premières  colonnes 
de  R  n'ont  qu'une  relation  linéaire  (à  un  facteur  constant  près); 
or,  d'après  les  égalités  (3)  cette  relation  s'exprime  par 

+  B,,  •  0  =-0 

-^  S,  .  0  ^-  B,,  r„  -=  0 

+  S,  .0  -f  5,  r„  +  B„r,    ^  0 


^0 

.  0 

^, 

.  0 

-l- 

^0 

u„ 

A., 

.0 

A\ 

"o 

A, 

«1 

<0 


et  elle  doit  lier  aussi  la  dernière  colonne,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Mais,  dans  le  cas  contraire,  les  éléments  des  m  -\-  n  —  1 
premières  colonnes  de  R  ont  plus  d'une  relation  linéaire,  à 
coefficients  non  tous  nuls,  et  non  proportionnels;  alors  outre  le 
système  (4),  on  peut  en  écrire  au  moins  un  autre  (5);  si  dans  ce 
système  (5)  la  première  équation  est  aussi  A^.  0  -f-  -^o-  ^  =  0,  les 
colonnes  de  /t*„,  j_„  _  i  ont  plus  d'une  relation  linéaire,  donc  tous 
les  premiers  mineurs  de  /?„,  ^„_i  sont  nuls  et  par  suite  les 
déterminants  de  la  matrice  M  s'évanouissent  et  l'on  est  dans  le 
cas,  examiné  dans  le  paragraphe  précédent,  de  deux  racines 
communes  finies  ou  non. 

Si,  au  contraire,  le  système  (5)  a  l'aspect  suivant 

^,5  a   -\-   B,^  V    -=    U. 

A,-j.  4-  J,<  -f  Sjv  ^  B,v',  =  0, 
'45)  [   A,  a  -^  A,  n\,  -f  A.vJ,  +  S,  v  -f  B,v\,  +  B,v\  =  0, 

•      •      •      •  .  * 

A,„  u  ',,  _  3  +  A„,_^u',,_^  -f  B„  v',„  _  3  -f  i>\  _  1  v',„  _  2  =  0, 

la  comparaison  des  relations  (4)  et  (5)  montre  que,  si 
Aq,  Bq  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  on  peut,  moyennant  un 
facteur  constant  à  introduire   dans  toutes  les  égalités  (5),  y 


vô) 


remplacer  u,  v  parw^,  t'^.  Supposons  cela  fait,  et  continuons  à 
comparer  les  équations  (  ))  et  (5);  elles  donnent  Aq  (u'^^  —  w^  )  = 
Bq  {v\j  —  Vi  ),  d'où  derechef  m',,  —  u^et  v'q  —  v^  se  remplacent 
par  7  t<,-j,  7  r^,  ou  m'o  ==  î«i  +  ^  î«o.  ^''o  "=  ^-'i  ~r  ^  ^d'  donc,  moyen- 
nant l'addition  de  7  fois  la  première  équation,  on  peut  remplacer 
partout  m'.,.  ^'0  P''^^'  w,,  t"i  ;  de  proche  en  proche,  on  arrive  à 
trouver  que  11  ^  _■)>  ^'u  —  2  peuvent  être  remplacés  par  zéro, 
et  le  système  (5)  exprime  que  la  matrice  M  s'évanouit  ;  or,  nous 
venons  de  rappeler  la  conclusion  qu'on  en  tire. 

Bref,  Vhypothèsc  R  --=  R„i  _|_  „  _  1  =  0  conduit  à  V exis- 
tence d'un  facteur  commun  quadratique  ou  à  A^  =  Bq  -^  0. 

On  remarque  d'ailleurs  que  si  A^^  et  Bq  s'annulent,  il  en  est  de 
même  de  i?  et /?,„  _i_  „_  1- 

49.  On  peut  encore  établir  autrement  que,  si  R  et  /?„,  -\-,i  —  i 
s'annulent,  on  a,  ou  bien  A^  =  Bç^  =  0,  ou  bien 

i? j  =  i?2   =   .  .  .  =  R^^^  _j_  „  _  2  "^  ^^  • 

Si  l'on  fait  précéder  la  matrice  M  (déterminant  /.'  privé  de 
ses  lignes  extrêmes)  d'une  quelconque  de  ses  lignes,  on  a  un 
déterminant  à  deux  lignes  identiques,  donc 

^„  i?i  -j-  ^1  /?,  4-  .  .  .  +  A,,  /?„,  ^  i  =0, 


>4(^  a",,  _  ]   -\-  A^R^^  -j-  ...   -p  A,^,  /?,„  a.  „  _  1   ^0, 
B,  R,„  _  1  +  B,  /?,„  +  .  .  .  -f  S„  i?,,  ^  „  _  1   -=  0, 

B,R,  ^  B,R,^  ...  -^  B„R„^,  ^  0, 

B,R,  ^  B,R,^  ...  J,  B„R,^^  =  0. 

D'autre  part,   développons   R  suivant  les  éléments    de  sa 
dernière  colonne. 

^«  (^0  ^n  +  ^1  ^«  +  1  +  -  +  ^,«-  1  ^^;«  -f  «  -  1), 

parce  que,  en  supprimant  les  deux  lignes  du  milieu  de  R,  on 
obtient  la  même  matrice  M  qu'en  supprimant  les  lignes 
extrêmes. 

L'égalité  (7)  montre  que  si  l'on  a  /?i  ^  /?3  =  ...  /?,„  -j_,j  _  ^  ~^  0, 
on  a  aussi  R  =  0,  donc  A*  et  /?,„  ^  „  _  i  tous  deux  nuls. 
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Réciproquement,  si  R  et  B,„  _|-  „  _  i  sont  nuls,  la  relation  (7> 
devient 

(8)     A  ,„  {B„  R„,  4-  B,  R,,  +  1  +  . . .  +  -S,  _  o  i?,„  +  „  .  2)  = 
OU  encore 

\      A^R„    +    ^i^«+l    H-    .   .  .    -f    -'4„,_2^;n  +  ;/-2   +   ^m?    =   ^'r 
(^'    i      5,i?,„   +    fiii?,„+i    +    •   •   -   -f    S«_2  ^,»+«-2   +   ^n  ?    =   0, 

car  l'élimination  de  p  entre  les  relations  (9)  donne  (8).  Or, 
portons  l'hypothèse  /?,„  _|_  „  _  |  ^  0  dans  le  système  (6)  et 
remplaçons  la  1'®  et  la  dernière  des  relations  (6)  par  le& 
égaillés  (9),  nous  obtenons  un  système  (S)  de  m  -|-  w  —  2^ 
relations  linéaires  homogènes  en  R^  R^, ...  i?,„  _|_  „  _  9,  p,  dont 
le  déterminant  des  inconnues  est  précisément  /i*,,,  _j_  „  _  2  :  ^^ 
celui-ci  pouvait  différer  de  zéro,  les  équations  ne  seraient 
satisfaites  que  par  des  valeurs  nulles  des  inconnues,  en. 
particulier  de   /?„,^;2_5>,  d'où  contradiction. 

Ainsi  R^<„_2  ^^^  ^^^-  ^^'  ^^  ^^^^  ^^"^  ^^^  premiers- 
mineurs  sont  nuls,  et  alors  en  remplaçant  une  quelconque  de 
ses  colonnes  par  d'autres  éléments  arbitraires,  on  a  Ri=^ 
i?2  =  ...  =  i?,„_j_„_2  =  ^^-  ^^  bien,  on  peut,  en  combinant 
m-\~  n  —  3  équations  du  système  {S)  arriver  à 

OÙ  A  est  le  mineur  non  nul  ;  comme  A  a  m  -\-  n  —  3  lignes, 
/?,-  parcourt  m-\-  n  —  3  des  quantités  R^,  •■■  R,n  -|-  „  _  2,  P  ^t 
ces  quantités  sont  nulles,  sauf  peut-être  une,  mais  celle-ci 
R;^  demeurant  seule  dans  les  équations  (Sj,  ses  coefficients- 
Af,  _  2  A/f  _  3  ...  sont  tous  nuls;  ceux-ci  sont  les  éléments  de 
la  {h  —  l)ième  colonne  de  M;  enfin  M  privé  de  sa  ^«^'««colonne- 
donne  Rfi  avec  une  colonne  nulle,  donc  /?/,  =  0. 

Quand  on  a  prouvé  que  R^,  R3,  ...  Rm-\-  «  —  2  s'évanouissent, 
la  première  et  la  dernière  des  relations  (6)  se  réduisent  à 
Ao  /?i  =  0,  Bo  Ri  =  0,  d'où  7?i  =-  0,  ou  bien  Ao  -  ^o  =  0» 
c.  q.  f.  d. 

50.  Comparons  entre  elles  les  deux  manières  d'exprimer  que 
deux  polynômes  ont  un  p.  g.  c.  d.  quadratique  au  moins  : 

P  Si  la  matrice  M  est  nulle,  on  a  en  général  un  diviseur 


(O 


commun  quadratiqup;  et  exceptionnellement  A,,  =  B.^  =  0  avec 
en  même  temps  le  résultant  des  formes,  privées  de  leurs  premiers 
termes,  égal  à  zéro. 

2°  Si  R  =  R„i  _i_  ,j  _  X  "=  0,  on  a  un  diviseur  commun  quadra- 
tique, ou  bien  ^^  =  5^  =  0. 

La  comparaison  est  tout  à  l'avantage  de  la  première 
méthode,  parce  que  le  cas  exceptionnel  rentre  dans  le  cas 
général.  Dans  l'autre,  la  seconde  alternative  doit  être  rejetée 
comme  étrangère  au  problème. 

Dans  la  deuxième  méthode,  les  deux  alternatives  sont  de 
même  ordre,  chacune  équivalant  à  deux  relations;  donc  si  les 
coefficients  de  i^et  G^  renferment  d'autres  variables,  l'emploi  de 
la  seconde  méthode  peut  conduire  à  des  erreurs  d'énumération, 
si  l'on  ne  défalque  pas  ou  si  l'on  défalque  mal  les  solutions 
étrangères  A^  =  B^  =  0.  Ceci  n'est  pas  à  craindre  dans  la 
première  méthode,  car  le  cas  exceptionnel  d'abord  est  une 
variété  de  moindre  dimension,  et  celle-ci  ne  doit  même  pas 
être  défalquée,  car  elle  ne  correspond  pas  à  des  solutions 
étrangères. 

On  ne  s'explique  guère  la  faveur  de  la  seconde  métliode  que 
par  le  désir  d'avoir  deux  équations  séparées  ou  par  la  répugnance 
à  se  servir  des  matrices.  Mais  on  a  en  somme  une  variété 
algébrique,  représentée  d'une  façon  complète  et  à  l'exclusion 
de  toute  autre  par  la  formule  M  =  0;  il  est  vain  de  vouloir  la 
définir  par  deux  équations,  puisque  ce  n'est  pas  une  intersection 
totale.  D'un  autre  côté,  les  matrices  on  ne  peut  pas  les  éviter,  et 
quand  on  s'est  familiarisé  avec  leur  usage,  on  demeure  surpris 
des  facilités  qu'elles  offrent. 

51.  Comme  exemple  d'application,  prenons  un  faisceau 
de  (|uadriques  S-]-  k  S-^-  <):  un  plan  u^  =  0\  et  une  cubique 
gauche  définie  par  les  équations  pai-amétriques, 

œ^:  X-i'.  X-^  :  X^  =-  03  :  0-  :  0  :  1 . 

Remplaçons  ces  .r,-  par  les  quantités  proportionnelles  dans 
les  équations  du  plan  et  du  faisceau;  nous  aurons  par  exemple 

[A^kA{)^f'  -f  {B-\-kBJ<)-'  +  (C  +  ÂCi)0^  +  (D  +  ÂDJ  03  -f 

(E  +  ÂEJO^  +  (F  +  Âf\)0  +  (G+AGJ         0, 

Wi  '>■''  +  u,  0^  -I-  W3  0  +  w,  ==  0. 


Si  ces  deux  équations  on  0  ont  trois  racines  communes,  le 
plan  u  coupe  la  quadrique  $-\-kSi  suivant  une  conique  qui 
s'appuie  trois  fois  sur  la  cubique  gauche,  et  quatre  t'ois  sur  lu 
biquadratique  base  du  faisceau  54-  /.-  S^.  et  réciproquement. 

Or  on  exprime  que  ces  équations  ont  trois  racines  communes 
en  écrivant 
\A  +  hA,    B^Bh,    C-^kC,    D-l-W,    E+kE,    F+kF,    G^kG, 

!  W,  «3  %  '^* 

i  u,  U-i  Vi  ^h 

I  î«l  W3  W3  ^'■i 

\  î.<i  u-î  ih  ^h 

Faisons  précéder  cette  matrice  d'une  ligne  d'éléments  • 
Aj,  B^,  Cj,  Z)j,  £'1,  i^i,  (r^,  puis  retranchons  A-  fois  cette  ligne 
de  la  ligne  suivante:  ainsi  k  se  trouve  éliminé  et  nous  obtenons 
une  matrice  à  7  colonnes,  et  6  lignes  dont  les  deux  premières  de 
constantes  et  les  autres  linéaires  en  u.  Cette  matrice  représente 
une  développable  de  dixième  classe,  enveloppe  des  plans  des 
coniques  qui  s'appuient  en  quatre  points  sur  une  biquadrati(iue 
de  première  espèce,  et  en  trois  points  sur  une  cubique  gauche. 

52.  Une  application  de  la  surélimination,  dont  nous  croyons 
avoir  eu  la  première  idée,  permet  de  pousser  plus  à  fond  le 
problème  des  lieux  géométriques. 

Supposons  qu'un  lieu  géométrique,  dans  l'espace  ou  dans  le 
plan,  résulte  de  l'élimination  de  0  entre  deux  égalités  telles  que 

/  =  mo»  -j-  n^y-  +  p6  +  q   =  0. 

Si,  i)0ur  un  point  x,  ces  deux  équations  sont  satisfaites  à  la 
fois  par  deux  ou  trois  valeurs  de  6,  ce  point  x  est  un  point 
double  ou  triple  du  lieu . 

Le  fait  se  devine,  et  nous  en  donnerons  incessamment  une 
démonstration  complète. 

Ici  bornons-nous  à  prendre  un  exemple  :  il  s'agit  du  lieu  des 
points  dHnflexion  des  courbes  planes  d\in  faisceau 
d'ordre  n,  S-\-kSi  =  0.  Les  points  d'inflexion  d'une  courbe 
sont  ses  intersections  avec  sa  Hessienne;  celle-ci  est  d'ordre 
3  (^n  —  2)  et  contient  au  cube  le  paramètre  k.  Pour  chaque  point 
de  base  du  faisceau  l'équation  S -{-k  8^  =  0  est  satisfaite  par 


=  0, 


toute  valeur  de  k,  donc  a  trois  racines  communes  avec  l'équation 
de  la  Hessienne.  Ainsi  les  points  de  base  du  faisceau  sont 
des  points  triples  du  lieu. 

Si  i"  et  5]  sont  des  surfaces, la  Hessienne  est  d'ordre  A  [n  —  2) 
et  contient  k  au  (juairième  degré.  Or,  l'intersection  d'une 
surface  avec  sa  Hessienne  est  sa  courbe  parabolique.  Donc  le 
lieu  des  coia^jes  paraboliques  des  sut^ faces  d'un  faisceau 
a  pour  courbe  quadruple  la  courbe  de  base  du  faisceau. 

53.  Voici  la  démonsiration  annoncée  dans  les  lignes  précé- 
dentes : 

Soit,  dans  l'espace  à  trois  dimensions  par  exemple,  un  lieu 
géométrique  défini  par  deux  équations 

F{x,y,:.;t)  -  0,        f  {x,y.z-l)        <i 

contenant  le  paramètre  t  et  les  coordonnées  cartésiennes  .v,y,  z. 
En  éliminant  t,  c'est-à-dire  en  exprimant  que  les  deux  équations 
admettent  une  racine  commune,  on  obtient  tous  les  points  du 
lieu  ;  en  exprimant  qu'elles  admettent  deux  racines  communes 
au  moins,  on  obtient  des  points  singuliers,  doubles  au  moins, 
et  généralement  tous  les  points  singuliers,  etc. 

Kn  etfet,  soit  A  {,Cq,  y^,  z,^  un  point  du  lieu  répondant  à  la 
valeur  t^^  du  pararaclrc.  Une  droite  (/  quelconque  issue  de  A  a 
pour  équations 


X  -  -^o  y—  !Jo 


^■ii 


u. 


le 

lieu 

■'K 

puis 

0 

0. 

Les   points  où    cette    droite    d    rencontre    encore 
s'obtiennent  de  la  manière  suivante  ;  on  pose  ^  =  ^„  -f 
on  résoud,  par  rapport  à  p  et  0,  les  deux  équations 

^  (a>  +  >■  p,    y,)  +  :'■  p>    ^-0  +  •'  ?  ;    A,  +  '')  = 
/  (-^0  +  '•  ?>    I/o  +  :^-  ?,    ^-0  +  •'  P  ;    A.  +  ")  = 

A  ciiaque-  système  de  valeurs  de  p  et  0  qui  vérifient  ces  égalités 
répond  un  point  du  lieu  sur  la  droite  d.  Ces  deux  équations 
représentent  deux  courbes  dans  un  plan  si  l'on  regarde  p,  0 
comme  des  coordonnées  cartésiennes.  Elles  passent  toutes  deux 
par  l'origine,  car  elles  sont  satisfaites  pai'  hypothèse  pour  le 
système  p  ^  0  =-  0,  qui  répond  au  ])Oint  A. 

Si  A  est  un  point  singulier  du  lieu,  les  deux  courbes  en  p  et  0, 
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OU  bien  se  coupent  encore  en  un  point  de  l'axe  des  0,  ou  bien  se 
touchent  à  l'origine,  ou  l'une  au  moins  a  un  point  singulier  à 
l'origine;  et  ce  quels  que  soient  À,  [jl,  v.  Et  réciproquement  si 
l'une  de  ces  circonstances  se  réalise  pour  toutes  les  valeurs  de 
À,  a,  ■',  le  point  A  est  double  au  moins  pour  le  lieu. 
Or  la  première  des  équations  s'écrit 


■'[' 


rJF    ,        dF    ,        c/F 

A 1-   '). h-    -' 


dF    , 

0-r— -^    ...    -    0 

dt,, 


et  l'autre  a  une  forme  analogue,  puisque  les  termes  indépendants 
de  p  et  0  sont  nuls  par  hypothèse. 

La  première  des  trois  alternatives,  celle  où  les  deux  courbes 
en  p  et  0  se  coupent  encore  sur  l'axe  des  6  exige  que  l'ensemble 
des  termes  indépendants  de  p  dans  chaque  équation  s'annule 
pour  une  même  valeur  de  0,  autre  que  zéro.  Cette  condition  est 
indépendante  de  À,  u-,  •>  ;  quand  elle  se  réalise,  les  équations 
primitives  F  {x,  y,  z  ;  t)  =  0,  /  {ce,  y,  z,  t)  =  0  sont  satisfaites 
par  les  coordonnées  de  A  et  par  deux  valeurs  au  moins, 
généralement  distinctes,  de  t. 

Dans  la  seconde  alternative,  celle  où  les  deux  courbes  planes 
se  touclient  à  l'origine,  on  a 

\-  dx,  ^  '  •  du,  +  "  dzj  d  /,.        ^'-  dx,  +  "  d  i/,  +  ■'  d  :.,  J  di, 
pour  tout  système  > ,  ;j.,  v,  donc  —  ou  bien 

EL  .  !lJL  ^  ÉI. .  !LL     LL  .  iLL     'IL  .  iLL 

dx^  '  dxç,   "  d)/,,  ■  dij,        dz„  '  dz,^        d  t^  '  d  (,, 

en  même  temps  que  F{X(,,  y^,  z^  ;  ^o)  ==  0,  /  (.-r^.  y^.  z^,  Q  =  0, 
ce  qui  fait  un  total  de  cinq  relations  entre  quatre  inconnues 
Xq  y„,  Z(^,  t(^  ;  ces  conditions  sont  ordinairement  incom])atibles; 
quand   elles  sont  compatibles,  on   pose  chacun  des   rapports 

dF       df  -     1   -         ^1.  -, 
•  — '—,  etc.  effal  a  «o  et  Ion  voit  que  pour  une  certaine 

axç,      dX(^ 

surface  F  —  ^  f  =  0,  le  point  A  est  à  la  fois  un  point  double  et 
un  point  caractéristique  quant  à  son  enveloppe  (en  i)  ; 
ou  bien 

dF  (IJ_ 

d  t,  ^  ^'         a  i,     -  ^  ' 


=  0 


•et  ce  cas  rentre  dans  la  première  alternative,  les  équations 
prinailives  sont  vérifiées  par  deux  valeurs  coïncidentes  de  t\ 
l'espèce  de  point  singulier  que  l'on  a  ici  est  analysée  dans  nos 
■Cinq  Etudes,  n°  38. 

Dans  la  troisième  alternative,  on  doit  avoir,  par  exemple 

clF         dF         dF         dF  r^       r.         ,       ^ 

3 —  =  =  3 —  -    TT-     ^^         F  -=  0,         /  -  0, 

dx^y         a  i/q        d  z.^        d  t^ 

^et  ceci  rentre  évidemment  dans  la  seconde. 

En  général,  on  aura  la  courbe  singuliè)-e  d'un  lien  en 
■écrivant  les  conditions  pour  que  les  équations  généra- 
irices  soient  vérifiées  simultanémeiit  par  deux  valeurs 
uu  moins  du  paramètre.  Erceptionnellement,  il  peut  y 
avoir  d'autres  points  singuliers,  en  nombre  fini  ou  infini 
.quand  cinq  équations  en  x,  xj,  ô,  t  sont  compatibles. 

Si  les  équations  F--  0,  /  -=  0  sont  satisfaites  simultanément 
par  les  coordonnées  d'un  point  A  et  par  trois,  quatre,  etc. 
valeurs  de  t  (distinctes  ou  non),  le  point  A  est  un  point  triple, 
-quadruple,  etc.  du  lieu.  Les  conditions  qui  doivent  être 
réalisées  dans  ces  cas  sont  respectivement  au  nombre  de  trois, 
<[uatre,  etc.  Par  suite,  si  l'on  s'en  tient  à  l'espace  à  trois 
■dimensions,  le  lieu  possède  eu  général  un  nombre  fini  de  points 
triples  situés  sur  la  courbe  singulière,  mais  aucun  point 
multiple  d'ordre  plus  élevé. 

Sauf  dans  des  cas  particuliers,  la  courbe  singulière  est  une 
-<!0urbe  double  dont  l'ordre  et  le  genre  sont  fonctions  des  degrés 
(les  surfaces  i^et  /,  et  des  exposants  qui  afiectont  t  dans  les 
'deux  équations.  Pour  ces  détails  et  pour  beaucoup  dautres 
■développements  relatifs  à  cette  question,  nous  pouvons  renvoyer 
à  nos  Cinq  Etudes,  p.  02  et  suiv.  et  à  notre  travail  inséré  dans 
Jes  Mémoires  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Liège,  190  L 


CHAPITRE  VI. 

Elimination  d'une  inconnue 
entre    plusieurs    équations. 

54.  Le  problème  servant  de  titre  au  chapitre  actuel  se 
résout  par  la  méthode  Kronecker,  ou  plutôt  l'artifice  de 
Kronecker(l)  ramène  le  système  de  plusieurs  équations  F^  =  0 
à  deux  équations 

où  les  u  et  les  v  sont  des  indéterminées,  et  fgurnit  donc  une 
marclie  à  suivre  pour  traiter  la  question. 

Il  restait  à  examiner  quel  résultat  on  obtient  quand  on  appli- 
que effectivement  le  procédé  ;  c'est  ce  qu'a  fait  L.  L.  Dines.(2) 

Mais  l'artifice  de  Kronecker  présente  un  inconvénient,  non 
seulement  pour  la  solution  du  problème  qui  nous  occupe,  mais 
aussi  pour  l'usage  qu'on  en  fait  dans  les  théories  ultérieures. 
Voici  cet  inconvénient  :  supposons  que  la  première  des  équations 
proposées  i^i  =  «„  a*'» +...==  0  soit  de  degré  supérieur  aux 
autres;  le  résultant  de  1' W/ i^,-  et  de  ~  v^  F^  s'annule,  quels 
que  soient  les  u  et  les  v  quand  «^  s'évanouit;  si  l'on  veut 
formuler  des  conclusions,  il  faut  donc  supposer  des  formes 
régulières,  c'est-à-dire  où  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x  n'est  pas  nul. 

Mais  si  l'on  opère  sur  des  polynômes  dont  les  coefficients  sont 
à  leur  tour  fonctions  de  variables,  il  faut  pouvoir  admettre  les 
cas  d'évanouissement  ae  ces  coefticients.  Ainsi  J.  Kunig observe 
que  le  résultant  de  deux  formes  s'annule  quand  ils  ont  un 
(liviseur  commun  ou  quand  leurs  premiers  coefficients  s'annulent,, 
que  le  discriminant  d'une    forme   s'annule   quand   elle  a  un 


il)  Cf.  /.  Kunig.  Algebr.  GrOssen. 

(2)  Am.  Journal  of  Math.  1913;  voir  aussi  notre  article  dans  le  même- 
recueil,  juillet  1915. 


facteur  inuliii)le  ou  que  ses  (l«mx  premiers  coefficients 
s'annulent.  Il  v  a  intérêt  à  conserver  l'analogie  et  à  chercher 
des  conditions  qui  se  réalisent  (juand  les  ])olynomes  F^  ont  un 
diviseur  commun  en  x.  ou  quand  tous  leui's  premiers  coefficients 
s'évanouissent;  ces  deux  alternatives  s<^  confondent  d'ailleurs 
(piand  on  rend  les  variables  homogènes,  en  })articulier  quand 
on  cherche  des  conditions  applicables  à  la  géométrie  projective. 

Ces  conditions  sont  précisément  celles  trouvées  par  L.  L. 
Dines  ;  la  méthode  qui  va  suivre  nous  appartient  et  dispense  de 
l'artifice  de  Kronecker.  Fdle  s'arrête  assez  longuement  au  cas 
de  deux  équations  |)Our  lesquelles  elle  élargit  et  assouplit  le 
procédé  exposé  au  délmt  du  chajjitre  prt'cédent ;  elle  aboutit  à 
des  résultats  plus  g(''néi'aux  que  les  résultats  connus,  C(>  qui 
permet  de  retrouver  ceux-ci  et  elle  peut  s'étendi'e,  comme  on  va 
voir,  à  plus  de  deux  équations. 

Rappelons  qu'une  matrice  .1/  est  dite  de  }'(iiig  r  si  tous  les 
déterminants  à  r  -j-  1  lignes  qu'on  en  peut  extraire  sont  nuls, 
mais  si  l'un  au  moins  des  déterminants  à  r  lignes  difïèrc  de  z<''ro. 

C)n  vérifie  immédiatement  ceci  :  si  une  matrice  est  de  rang  r, 
supposons  :  1"  qu'on  la  fasse  précéder  (Ou  suivre)  d'uue  ligne 
ou  d'une  colonne  d'éléments  arbitraires;  ha  nouvelle  matrice 
est  en  général  de  rang  r-{-  1  et  excei)tionnellement  de  rang  r; 
2"  si  l'on  a  ajOut('  une  ligne  ou  colonne  d'éléments  nuls,  le 
rang  demeure  inaltéri'.  (t 

Réciproquement,  une  matrice  à  l  lignes  et  / -f- 1  colonnes  est 
nulle  si  le  déterminant  obtenu  en  ajoutant  une  ligne  de 
constantes  est  toujours  nul.  Car  soit,  pour  fixer  les  idées, 

a,         a,         a,,       . 
h^  h.^  //, 


(1)  lin  etlet.  l'^  tout  détennituuir  à  >• -j- "2  lignes  de  la  nouvelle  niatn'ce 
est,  ou  bien  extrait,  de  l'ancienne,  donc  nul,  ou  bien  somme  d'éléments 
arbitraires  multipliés  par  des  déterminants  à  r -|- 1  lignes,  tous  nuls; 
tout  déterminant  à  r -{•  \  lignes  de  la  nouvelle  qui  contient  la  rangée 
ajoutée  est  somme  de  produits  d'éléments  arbitraires  par  des  déterminants 
dont  un  n'est  pas  nul,  certaines  de  ces  sommes  peuvent  diliérer  de  zéro; 
dans  la  nous'elle  matrice,  il  .y  a  au  moins  un  liéterminant  ;"t  r  lignes  non  nul, 
savoir  celui  de  l'ancienne;  —  2"  totu  déterminant  à  r -f- 1  lignes  de  la 
nouvelle  est  ou  bien  extrait  de  l'ancieime  ou  bien  somnio  de  produits 
d'éléments  nuls  par  des  mineurs  quelconques;  il  y  a  dans  la  nouvelle  un 
déterminant  non  nul  à  r  lignes,  savoir  celui  de  l'ancienne. 
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on  ])eut  choisir  neuf  quaniilés  Àj,  >_,  Aj,  jj^,  [j-^,  ;->•:,,  ''i,  ->2.  "'s-  telles 
que  I  À  [j.  V  I  difïèi'e  de(»;  alors,  [)ar  hypothèse, 

i  a>  hi  ),/  1  ---  <  ».         I  (li  J>,  \>.,  I  -0,         I  ^^  b,  V,  1  --.  0  ; 

ces  trois  relations  linéaires  en  («^  b.^  —  a.,  b^  ),  {a-^  b^  —  a^  b_.  ), 
{f'-2  ^h  —  %  ^'i  )  *^^^t  le  (lélerminanl  de  leurs  coefficients  non  nul, 
donc    elles    ne    sont    vérifiées    que    pour    n^b.y  —a.j.bj.=0, 

^:i  f'i  —  ^'i  ^'i  ""  f*'  (^i  ^^.i  —  ^i  ^'-j.  -~  ^'*-  De  mémo,  de  proche  en 
proche,  une  matrice  à  /  lignes  al  l  -\~ p  colonnes  est  nulle  si  le 
déterminant  obtenu  en  ajoutant  p  lignes  de  constantes  est 
toujours  nul.  l'i) 

\'oici  une  autre  propriété  aussi  évidente  :  on  ne  change  ])as 
le  rang  d'une  matrice  quand  on  ajoute  aux  éléments  d'une  ligne 
ou  colonne,  les  éléments  d'une  rangée  parallèle  multipliés  par 
un  facteur  commun. 

L'application  la  plus  connue  de  la  théorie  des  matrices 
concerne  le  système  de  m  équations  linéaires  homogènes,  à 
n  inconnues, 

F;       (7/1  Xi  +  (iriXî  +  •••  +  tti»  ^»  =  0      {i  -    1,  ■-.\  ...»?)  ; 

on  dit,  pour  abréger,  que  les  solutions  du  système  sont  en 
nombre  c>o«  — '  quand  on  peut  prendre  à  volonté  n  —  r  des 
inconnues,   convenablement  choisies,    et    définir    ainsi,    sans 


(1)  Application.  —  Soient  n  fonctions  de  la  variable  réelle  x,  f^'\r) 
(i  ==  1,  2,  ...  m),  continues  et  dérivables  dans  l'intervalle  (a,  i?).  Considérons 
la  matrice  !l  /^''(o)  f  [à]  il  et  supposons-la  non  nulle;  faisons  précéder  de 
n  —  3  colonnes  d'éléments  arbitraires  a,-  3/  ...À/  et  d'une  colonne  A, 
choisie  de  façon  <iue  le  déterminant  A  =  i  À,-  a,  8/  ...  ).,■  î'^'-ia)  f'\b)  j 
soit  nul,  mais  que  la  matrice  obtenue  en  supprimant  la  dernière  colonne 
ne  soit  pas  nulle;  ceci  est  possible,  car  on  peut  choisir  les  A,-  sauf  un,  de 
façon  que  l'un  des  déterminants  extraits  de  la  matrice  en  question 
soit  distinct  de  zéro,  et  le  dernier  A  de  façon  que  le  déterminant 
total  s'évanouisse.  Alors  la  fonction  |  A^  a,-  |j,-  •-.  /.,  f^'ha)  l^'\x)  |  est 
continue  et  dérivable  dans  l'intervalle  (a,  b),  puisque  somme  de  fonctions 
pareilles  multipliées  par  des  constantes:  elle  est  nulle  pour  x^=a,  x=^b, 
donc  le  théorème  de  RoUe  s'applique  et  comme  on  sait  dériver  un  déter- 
minant, on  a  A'=  I  Ai  rj..  ^^  ...  /<')(«)  /<')(ç)  |  =- 0  (a  <  £  <  *)  ;  les 
déterminants  A,  A'  étant  nuls  et  la  matrice  de  leurs  colonnes  communes 
non  nulle,  on  a  ;|  A,,  rj,.  ^j^.  ...  )..  f^(a)  f^'\f>)  /('>(ç)  y  =  0  et  en  parti- 
culier le  déterminant  obtenu  en  supprimant  les  A  est  nul;  comme  les 
-éléments  'x.li,  ..  À  sont  arbitraires,  r  /^'*(«)  /*'^(*)  /^'^s^  \\  =  ^-  P"^*^'" 
?î  =  3  on  a  un  résultat  connu,  cf  Eiicycl.  Il,  3,  p.  273. 


—^    o»>         ^ 


îimbiguité,  un  système  de  solutions  non  toutes  nulles.  Vne 
propriété  classique  des  systèmes  linéaires  peut  s'énoncer  :  la 
■condition  nécessaire  et  suffisante  j/oar  que  le  système 
d'équations  admette  oo"  — 'solutions  est  que  la  matrice 
des  coefficients  soit  de  rang  r.  Cet  énoncé  suppose  n  '-■  r  ; 
si  n  =  r,  le  système  n'a  que  des  solutions  toutes  nulles  ;  quand 
le  nombre  m  d'équations  est  inférieur  au  noral>re  n  d'inconnues, 
le  rang  de  la  matrice  ne  peut  dé[)asser  m,  donc  il  y  a  au  moins 
n  —  m  inconnues  qu'on  peut  i)rendre  à  volonté. 


55,  Consiilérons  deux  ])olynomes, 
F  ----  (•/,../•'"  -h  c/, 


G 


a,  .r" 


+  f> 


a 


lin 


+  ^., 


{m  ':^  n) 


Pour  chercher  les  conditions  d'existence  d'un  diviseur  com- 
mun d'ordre  a,  nous  avons,  dans  un  passage  antérieur,  multiplié 
F  et  G  par  des  ])olynomes  inconnus  d'ordres  respectifs  n  —  a, 
■/n  —  y-.  Généralisons  davantage  :  muUi})lions  F  par  un  i)olynome 
P  de  de^ré  arbitraii'c  h. 


P  -  p,,  a 
et  G  par  un  |)olynome 


Ji 


+  ; 


y,  X 


.Il  —  1 


+  •••  +P/M 


Q 


:r 


<lx 


X 


'  + 


'Ik 


de  degré  /•'  =  m  -f  h  —  n  ;  ainsi  les  produits  F  P  et  G  Q  sont  du 
même  degré  m  ■]-  h  et  l'on  dispose  des  coelUcienls  inconnus  de  P 
et  de  Q  de  façon  que  la  somme  FP  -j-  GQ  soit  identique  à  zéro. 
Dans  ce  but,  il  faut  écrire  le  système  de  w  -\- Ji  -^  \  relations, 

K  'h  t)' 

0, 


\ 


+  ^^^0  +  (\i'h 


t). 


linéaires  et  homogènes  en  p,^,  ;  ces  coefficients  sont  au  nond^-e 
de  /?  -f-  1  -f-  {m  -f  /^  —  ;^  +  1  )  ^m  —  n  +  2/?.  -|-  -2.  Formons 
la  inali'ice  M  des  coeflicienis  des  é([uations  (1), 


M  ^ 


^'o 

l'o 

'U 

".s 

f'x 

/'„ 

a , 

"\ 

". 

!'■'. 

^ 
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;- 

"  > 

a  y 

!>., 

'>, 

1 

\ 

J 

• 

(m  -j-  h  -\-  1  lignes) 


col. 


m  -\-h  —  V  -\-\  col. 
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Si  le  nombre  des  relations  (1)  est  au  moins  égal  à  celui  de* 
inconnues,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

/'         ,.  —  1. 

le  sysi«'mo  (1)  n'admet,  en  gênerai,  que  des  solutions  toutes 

nulles.  Exceptionnellement,  il  admet  oc'  solutions,  si  la  matrice 

M  ((]'!'■  -1    "i  moins  autant  do  lignes  que  de  colonnes^  est  de 

ran  ir 

—      —  -h  -f2)  —  /. 

Si  le  nombre  des  rolaîinns  (  T>  o>f  inforieur  à  celui  des 
inconnues,  de  >  unités. 

•'         ■^//(  —  /'  —  1?  h  —  'J    —    //(  —  h  —  x)       /(  —  I'.  —  1 , 

ce  qui  suppose  h  y-^  n  —  1,  le  système  (1)  admet,  en  général,  ocÀ 
solutions,  et  exceptionnellement  oc'  7  ~^-  >)  si  la  matrice  M  (qui 
a  maintenant  moins  de  lignes  que  de  colonnes)  est  de  rang 

i>>?  —  //  -f  2/i-f  2)  —  /; 

ce  nombre  est  d'ailleurs  inférieur  au  nombre  m  -^  h  —  \  de 
lignes,  si  l  dépasse  À 

Ainsi  nous  avons  trouvé  les  conditions  pour  qu'il  y  ait.  entre 
les  polynômes  F  et  G,  oc'  identités  telles  que  F P  -^  GQ  ^^0. 

56.  <  'r,  si  les  polynômes  F,  G  n'ont  pas  de  diviseur  commun 
en  ./',  et  si  l'on  n'a  pas  a^  =  i?>,,  =  0  (deux  circonstances  que  l'on 
peut  réunir  en  rendant  les  polynômes  homogènes),  la  matrice  a 
son  rang  maxime,  c'est-à-dire  en  somme  que  M  est  non  nulle, 
et  ce  fjuel  que  soit  h. 

En  Glîet,  P  la  chose  va  de  soi  si  h  ^  n  —  1,  car  alors  la 
matrice  carn'v  3/  est  le  résidtant  de  F  et  G  et,  s'il  était  nul, 
les  jK)lynomos  F.  't  rendus  homogènes)  auraient  un  diviseur 
commun  ; 

2°  Si  le  nombre  de  lignes  de  M  dépasse  le  nombre  c  de 
colonnes,  ce  qui  suppose  h  <:  n  —  1,  soit  c  —  v  le  rang  de  M  : 
ajoutons  une  première  ligne  d'éléments  nuls,  ce  qui  conserve 
le  rang,  puis  deux  colonnes  d'éléments 

1.  "2  ■■'  ^>u.  0,0.  ...  :  %,  ^1.  ^>j ...  7)       

nous  formons  une  mairiv^e  analoirue  à  M.  à  une  liîrne  et  deux 
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colonnes  de  plus  oi  dont  le  rang  no  peui  dépasser  v  -j-  'J  —  ;  ; 
après  71  —  1  — // 'opéraiions  pareilles,  on  abomit  au  rcsuliani 
et  son  rang  ne  peut  dépasser  g  -f-'^  {/<  —  l  —  h)  —  y  -=  m  — 
n  -\-2}i  -\--2-{-  -j  (/^  —  1  —  //  ^  —  Y  -  =  m  -\-  /i  —  v  :  donc,  si  v 
n'est  pas  nul,  les  polvuDmes  F,  G  (rendus  liouiogènes)  ont  un 
diviseur  commun,  contre  notre  hypothèse: 

3"  Si  M  a  moins  de  lignes  que  de  colonnes,  supi^osons,  si 
possible,  qu'elle  soit  nulle.  Ceci  se  réalise  pour  ^/,  -  />„  0, 
car  r/„  et /"^i  sont  les  seuls  éléments  de  la  première  ligne;  mais 
celle  hypoihèse  rir„  ^  5^,  ^  0  a  été  écartée,  donc  nous  pouvons 
supprimer  de  M  la  |)remière  ligne  et  les  deux  colonnes  (|ui 
débutent  par  les  éléments  rt,v  f>,>  de  la  première  ligne;  en  etîet, 
tous  les  déterminants  extraits  de  la  matrice  restante  par  simple 
suppression  île  colonnes,  multipliés  par  un  nombre  non  nul 
a^^o\.\  I\^  donnent  des  résultats  nuls,  savoir  des  déterminants 
extraits  de  M.  L'opération,  poursuivie  do  proche  en  proche, 
■mène  encore  au  résultant  (pii  s'évanouit,  donc  F  et  G  ont  un 
diviseur  commun,  contre  notre  liypotiièse. 

57.  Mais  considérons  à  j)résent  le  cas  oii  les  polynômes  F  et 
G  ont  un  p.  g.  c.  d.  de  degré  a  en  .v,  en  y  comprenant  les  cas 
où  l'on  a  f(,i  ^  /\,  —  0  avec  un  p.  g.  c.  il.  d'ordre  a  —  1.  etc; 
bref,  les  i)olynomes  F,  G  sont  les  produits  de  deax  polynômes 
/,  g,  dont  les  premiers  coetiicients  ne  sont  pas  tous  deux  nids, 
sans  diviseur  commun  en  ./■,  et  de  degrés  m  —  x,  >?  —  2,  |)ar 
un  polynôme  0  de  d«gré  égal  ou  inférieur  ;"i  a. 

On  choisit  //  de  sorte  que,  j)Our  ces  quotients  /,  (/.  les 
relations  (1)  soient  en  nombre  7)2  —  a -|- /; -|- 1  inférieur  aux 
inconnues  ;;?  —  7i  -\-2  h  -\-  2,  ce  qui  suppose  //  -^  u  —  a  —  1 . 

Alors,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  les  identités  /!'-{- 
(j  Q  __'  0  sont  possibles  exactement  de 

00    -  '^  -  ^  -  ' 

manières,  car  il  y  a  //  —  {h  —  2  —  1)  inconnues  de  plus  que 
d'équations,  et  la  matrice  des  coetiicients  n'est  pas  nulle.  Et 
chacune  de  ces  identités  en  donne  une  autre 

'-  /  P  -f  ''îlQ  —  J'^  P  -\-  GQ  —  0. 
et    récipro(|uement.   car  0    n'est    pas   identique  à    zéro.     Les 
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polynômes  F,  G    sont   donc   dans  le  cas    exceptionnel   et  la 
m-ilrice  M  est  de  rang 

im  —  Il  ~--2li  -î-2\  -  h  -\r  i'i  —  y.  —  \'  '---■  7)1  -{-  h  -\-  l  —  ^  ; 

ce  nomlire  est  inférieur  à  celui  m  -j-  h  -\-  \  des  lignes,  car  a  est 
jjosi.tif. 

Par  suite  évidcnie,  pour  que  les  polvnomes  aient  un  p.  g.  c.  d. 
de  degré  a  au  moins,  il  faut  et  il  suffit  que  la  matrice  W 
soit  de  rang  inférieur  ou  égal  à  ni  -\-  h  -\-  \  —  y..  Et,  en 
particulier,  si  l'on  fait  h  ■=  n  —  a,  le  rang  de  M  est  tout  au 
plus  m-\-n  —  2  X  -{-  1,  c'est  à-dire  que  simplement  la  matrice 
M,  à  ni  -\-  n  —  2  [y.  —  1)  colonnes  et  ni  -\-  n  —  (a  —  l)  lignes 
s'évanouit;  c'est  le  résultat  classique  pour  les  conditions  d'un 
p.  g.  c.  d.  d'ordre  y.  au  moins  (surélimination). 

Comme  autre  cas  particulier,  on  fait  h  =  n  —  1  ;  la  matrice 
M  devient  le  résultant,  et  l'on  voit  que  le  rang  du  résultant  est 
m  -\-  n,  —  ot  si  y.  est  le  degré  du  p.  g.  c.  d.  Enfin  pour  ^  =  1, 
on  retombe  sur  la  propriété  fondamentale  du  résultant,  propriété 
qui  a  été  utilisée  dans  la  démonstration  ci-dessus. 

-On  peut  formuler  les  conclusions  suivantes  :  Si  Von  donne 
à  h  successivement  les  valeurs  0,  1,  2,  ...  les  matrices 
analogues  à  M  ont  chacune  un  échelon  de  plus  que  la 
précédente.  La.  dernière  d'entre  elles  qui  nest  pas  nulle 
donne  par  le  nombre  n  —  y.  de  ses  colonnes  en  a^  le  degré 
ilu  quotient  g  de  G  par  le  p.  g.  c.  d.  o.  Celle  qui  suit  est 
simplement  nulle  :  son  rang  est  inférieur  d'une  unité  au 
nombre  de  ses  colonnes  et  de  -j.  unités  à  celui  de  ses  lignes. 
Toutes  les  suivantes  ont  aussi  leur  rang  inférieur  de  y.  au 
nombre  de  leurs  lignes. 

58.  Elucidons  ce  qui  précède  par  un  exemple;  soient 

F  =  a^  x^  -7-  a^  x^  -|-  a.^  x-  -\-  a.^  ^  ^  <' \,. 
G  =  b(^x^  -\-  b^  X'  4-  b.,  c  -f-  ^3  ; 

pour  fixer  les  idées  prenons  P  du  troisième  degré,  donc  Q  du 
quatrième  ce  qui  nous  donne  huit  relations 

;     ^"0 1\  +  ^'0  'h        ,         =  <^' 
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la  matrice 


('!.. 


M  = 


(I, 


Uo     (i 
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CI, 


Oo     O 


(1 


(I,    (1,    a.,    Il 
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a. 


0, 


a  8  lignes  et  V)  colonnes.  Si  F,  G  ont  un  p.  g.  c.  d.  (juadratique  o 
les  quotients  /,  g  admettent  oo'*  identités  fP  -|-  gQ  —  <>,  ear  les 
équations  analogues  à  (1)  pour  /,  g  sont  au  nombre  de  6  à 
9  inconnues.  Pour  F  et  G,  les  S  relations  (1)  à  0  inconnues  re 
devraient  avoir  en  général  que  od'  systèmes  de  solutions;  ici  il 
y  en  a  oc^  et  la  matrice  M  est  de  rang  S  —  -J  =  ti. 

A  propos  de  cet  exemple,  donnons  deux  corollaires;  on 
verra  sans  peine  qu'ils  s'appliquent  au  cas  le  i)lus  général. 

I.  Si,  dans  la  matrice  M  à  8  lignes  et  0  colonnes,  on  ajoute, 
aux  éléments  des  quatre  premières  colonnes,  respectivement 
ceux  des  colonnes  <>,  7,  8,  '.»,  multipliés  par  une  indéterminée  lo^, 
on  obtient  la  même  matrice  M  relative  aux  formes  F-\-io^G 
et  G;  cette  opération,  on  l'a  vu,  ne  cliange  pas  le  rang  tic  la 
matrice.  La  même  opc'ration  où  w^^  est  remplacé  par  Wç^  et  les 
colonnes  <>,  7,  8,  0  par  les  colonnes  5,  <>,  7,  8  donne  la  matrice 
M  relative  à  F  -|-  ii\^  x  G  et  G.  Les  deux  opérations  simultanées 
donnent  la  matrice  M  relative  à  F -\- w  G  et  G,  où  ta  est  un 
polynôme  du  premier  degré  à  coefficients  indéterminés.  Cette 
remarque  est  générale  pourvu  que  F  soit  de  degré  égal  ou 
supérieur  à  celui  de  G,  et  elle  prouve  que,  si  w  est  un  polynôme 
à  coetlicients  indéterminés  d'ordre  m  —  a,  les  deux  polynômes 
(rendus  homogènes)  F -\-ioG  ai  G  ont  le  même  p.  g.  c.  d.  que 
F  et  G,  ce  qu'on  peut  vérifier  aussi  directement. 

IL  Si  l'on  avait  pris,  dans  l'exemple  particulier  h=\,  (ou 
en  général  h  =  n  —  a),  on  aurait  trouvé,  pour  les  conditions 
d'existence  d'un  p.  g.  c.  d.  quadratique, 
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donc,  simplement,  cette  dernière  matrice  est  nulle  et  c'est  le 
résultat  connu.  Mais  si  Ton  fait  h  =-  0  (en  général  ==  n  —  y.  —  1), 
on  a 
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ou,  simplement,  que  celte  nouvelle  matrice  M'  ri  est  pas  nulle  ; 
c'est  en  somme  à  cela  qu'on  doit  reconnaître  que  le  p.  g.  c.  d, 
n'est  que  quadratique.  Pour  fixer  les  idées,  sup])OSons  que  le 
déterminant  des  •".  premières  lignes  de  M'  diftèrc  de  zéro,  ce 
qui  exclut  la  possibilité  de  a^  =  hç^  =  0\  alors  le  p.  g  c.  d. 
quadratique  de  F  et  G  est,  à  un  facteur  constant  près, 
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en  efiet  A  est  quadratique,  car  le  coeilicient  de  afi  est  le  déter- 
minant supposé  non  nul  ;  de  plus,  en  multipliant  les  1  premières 
liunos  de  A  respectivement  par  .r^  .t",  iT-,  a?  et  ajoutant  à  la 
dernière,  celle-ci  devient 

F,  Gx,  G,  0,  0. 

donc  A  _  F ]i  -\-  Gq  et  le  ]).  g.  c.  d.  quadratique  o  de  F  et  G 
doit  diviser  A;  comme  o  est  aussi  quadratique,  le  quotient  A  :  o 
est  indépendant  de  x. 

La  règle  actuelle  pour  former  le  p.  g.  c.  d.  est  générale  et 
s'étend  même,  on  |:)Ourra  le  vérifier  plus  loin,  à  plus  de  deux 
polvnomes. 

59.  Avant  de  passer  à  plus  de  deux  polynômes,  rappelons  un 
lemme  connu.  Soit  F  {x,  y,  :■, ...)  un  polynôme  à  n  variables, 
de  degré  inférieur  à  m:  on  peut  donner  aux  variables  des 
valeurs  (même  entières  par  exemple)  telles  que  F  ne  s'annule 
pas,  à  moins  que  tous  les  coefficienls  de  F  ne  soient  nuls. 

Ecrivons  n  rangées,  clncune  de  wz  nombres  distincts,  et 
montrons  que  F  ne  |>eut  s'annuler  pour  toutes  les  combinaisons 


—   SO 
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obtenues  en  prenant  pour  .r  un  nombre  de  Ja  l''*'  rang<'e,  pour  // 
un  nombre  de  la  2'"^,  etc. 

Pour  une  variable,  c'est  la  propriété  classique  qu'un  poly- 
nôme de  degré  inférieui:'  à  m  ne  peut  s'annuler  pour  w?  valeurs 
<listinctes  de  la  variable. 

Supposons  donc  le  fait  établi  i)Our  7i  —  1  variables,  et  consi- 
dérons ensuite  n  variables  œ,  y,  :,  ...  Ordonnons  F  j)ar  i'api)ort 
à  œ  et  donnons  à  ij,  z, ...  un  système  a-  de  valeurs  prises  dans  les 
rangées  2,3,...  Le  polvnome  en  r/?  ainsi  obtenu,  s'il  s'annule 
pour  tous  les  nombres  de  la  l'"<^  rangée  a  tous  ses  coefficients  nuls. 
Chacun  de  ces  coefîicients,  s'annulant  pour  le  système  -,  s'annule 
de  même  pour  tous  les  systèmes  analogues,  ce  qui  contredit  notre 
bjpotlièse  que  le  lemme  est  vrai  pour  7i  —  1  varial)les  //,  c.  ... 

Comme  conséquence,  on  peut  trouver  des  nombres  (même 
entiers  par  exemple)  tels  que  tous  les  polynômes  F-^{œ,  y,  :.,  ...), 
F3  (.r,  y,  *,  ..'.)  ...  soient  distincts  de  zéro,  car  il  suffit  d'appli- 
quer le  lemme  nu  produit  F^  F.^  ... 


h. 
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60.  Soient  trois  polynômes, 

F  =  r/,..-  -I-  «,.,•'"-!  +... 
G  =  b^œ"  +  ^1  ./•■•' -1  +  ... 
G'^   C,.r"'  +  r,.r«'-l  +...  -f.   cv^ 

-appliquons    textuellement    la    démonstration  relative  à    deux 
formes,  en  i)renant  le  polynôme  auxiliaire  F  de  degré  h,  et  les 
polynômes  Q,  Q'  de  degrés  respectifs  m  -\-h  —  n,  yn  -\-  Ji  —  ;/. 
Les  conditions  (1)  pour  l'existence  d'une  identité 

FP  -^r  GQ  -\-  G'  Q    ez.  (  i 

-sont  au  nombre  de  m  -\-  h  -\-  l  entre 

/?.+  !+  {m  +  h  -  /'  -f  1)  +  {m  ^  //  —  n'  -f  1)  = 
2  m  —  /i  —  n'  -f-  3  //  4-  3 
inconnues  homogènes,  et  l\  matrice  des  coefficients  est 
/■/„ 
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Théorème  I.  —  Si  F,  G,  G'  sont  sans  diviseur  comtnum 
en  X,  si  Von  ita  pas  a^  ==  ^^  =  c^  =  0,  et  si  Von  suppùse- 
h  ^  7i'  —  1,  cette  matrice  M  a  son  rang  majHmé,  en  d'autivs 
termes  M  n'est  })as  nulle. 

En  effet,  choisissons  deux  polynômes, 

,,.      ,,.        y,in  7  1^  .  .W  Il  — 1  1^ 

-'-  0^  ~r  '■^  1 


iv' =  w'j(f'-'''A-  w'^y'-'^'-^A- 


tels  que  ^«^o  H~  ^^'o  ^o  ~h  ^'-^o  <^o  soit  difitérent  de  zéro,  et  qu'en 
même  temps  le  résultant  de  F  -|-  w  G  et  G'  soit  distinct  de  zéro. 
D'après  le  lemme  de  plus  haut,  on  peut  satisfaire  à  ces  deux 
conditions,  même  par  des  valeurs  entières  de  w'^  et  des 
coefficients  de  w,  car  elles  ne  sont  pas  vérifiées  pour  toutes  les 
valeurs  de  ces  coefficients. 

Effectivement,  «o  +  ^'*o  ^o  +  ^^'o  <^o  ^l'cst  pas  toujours  nul, 
puisque,  par  hypothèse,  a^y,  bf^,  c^  ne  sont  pas  tous  nuls.  Et  le 
résultant  de  F  -\-  icG  et  de  G'  ne  s'évanouit  pas,  quel  que  soit  i6'; 
en  effet,  d'une  part  les  premiers  coefficients  de  F-|-  wG  et  G' 
ne  sont  pas  toujours  nuls;  et  d'autre  part,  ces  deux  polynômes 
n'ont  pas,  quel  que  soit  ic,  un  p.  g.  c.  d.  D  en  x,  car  D  divisant 
G'  serait  indépendant  des  w^  et  -li  en  posant  F  -\-ioG  =  D'^, 
on  aurait  une  relation  identique  entre  deux  foiictions  de 
iO(^,  lOi, ...,  œ,  fonctions  qui  égalées  terme  à  terme  montrent  D 
divisant  séparément  F  et  G;  ceci  contredit  notre  hypothèse 
suivant  laquelle  F,  G,  G'  n'ont  pas  de  diviseur  commun  en  u\ 

Les  polynômes  lo  et  w'  ayant  été  choisis  comme  il  vient  d'être 
dit,  F  -[-  icG  -f-  a'' G'  et  G'  n'ont  pas  de  diviseur  commun  en  œ, 
car  un  tel  facteur  diviserait  F  -\-  wG  et  G'  et  le  résultant  de 
ces  deux  formes  s'évanouirait.  De  plus  F  -f-  a-  G  -f-  lo'  G'  et  G' 
n'ont  pas  leurs  premiers  coefficients  tous  deux  nuls. 

Si,  contrairement  à  notre  thèse,  la  matrice  M  pouvait  élre 
nulle,  il  en  serait  de  même  de  cette  matrice  transformée  de 
manière  à  s'appliquer  aux  trois  polynômes  F -\- ic  G -\- ic' G' , 
G  et  G'. 

Or,  si  h  "^  n'  —  1 ,  la  matrice  partielle  M' obtenue  en  effaçant, 
dans  M  transformée,  les  colonnes  relatives  à  G  a  au  moins 


(1^  Variante  :  D  divisaiU  F  -^  ic  G,  pour  tout  w,  diviserait  P  -|-(ic-|-  l)^,. 
donc  G,  etc. 
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autant  de  colonnes  que  de  lignes  (i)  ;  les  détei'minants  les  plus 
élevés  qu'on  en  peut  extraire  s'obtiennent  par  suppression  de 
colonnes  et  sont  nuls,  si  M  =  0;  ou  si  M'  est  carrée,  elle  est 
un  de  ces  déterminants.  Mais  l'évanouissement  de  M'  est  en 
contradiction  avec  ce  que  nous  avons  établi  plus  haut  pour  les 
polynômes  F -l- te  G -\- te  G'  et  G'  qui  n'ont  pas  de  diviseur 
commun  ni  leurs  premiers  coefficients  nuls. 

61.  Théorème  II.  —  Si  F,  G,  G'  rendus  homogènes  ont 
un  p.  g.  c.  d.  de  degré  -j-,  et  si  h  y  n!  —  ■<  —  1 ,  la  maivice  M 
£st  de  rang  m-{-  h-\-  l  —  -/. 

Les  quotients  /,  g,  g'  de  F,  G,  G'  par  leur  p.  g.  c.  d.  sont 
de  degrés  )n  —  y-,  a  —  --<,  nJ —  y.  et  n'ont  pas  leurs  premiers 
coefficients  nuls.  Alors  le  nombre  7n-\-h-\-  1  —  a  des  équa- 
tions (1)  relatives  à  /,  g,  g'  est  inférieur  de  l  unités  au  nombre 
2 m  —  n  —  /t' -}- .'3 A -}- 3  d'inconnues,  car  /tétant  un  entier  positif 
ou  nul  supérieur  à  n'  —  y  —  2,  on  a  aussi  2h  n^ —  y  —  '2, 
d'où  2  m  —  n—  ii  -|-  :;  /i  4-  3  >  2  m  —  //  —  nj  +  /i  +  '"''  —  '^- 
—  2  +  •'!  ou  ni  -f-  /?  4"  1  —  '-^  ~f-  (^'^  —  ^0»  ^ioi\(i  aussi 

2 m  —  n  —  a'  -f  -.Ml  -f  3  •  -  ni  ^  h  ^  \  —  y 

Ainsi  les  identités  f  P  -^  gQ  -\-  g' Q'  ==  0  sont  possibles  de 

oo^  manières,  car  il  y  a  l  inconnues  de  plus  que  d'équations, 

et  la  matrice  des  coefficients  n'est  pas  nulle,  attendu  que  le 

théorème  I   est   applicable   au,x  polynômes    /,  g,  g\   puisque; 

ceux-ci  sont  sans  diviseur  commun  et  que  h  "^  n  —  y  —  I. 

Quant  à  F,  G,  G'  ils  sont  dans  le  cas  exceptionnel  ;  la  matrice 
qui  les  concerne  est  de  rang 

2  )n  —  n  —  n'  -^'Ah  ^  3  —  l  =  ni  -{-  h  -^  l  —  y 

Réciproque  des  théorèmes  l  et  II.  —  Sila  matrice  M 
est  de  rang  m  -\-h-^  \  —  y  et  si  h  ^  n'  —  1,  les  polynômes 
rendus  homogènes  ont  un  p.  g.  c.  d.  d'ordre  y  en  x. 

En  ertet,  les  polynômes  ont  un  diviseur  commun  en  x,  car 
s'ils  n'en  avaient  pa»,  comme  h  :?  ?^'  —  1,  le  théorème  I  leur 
serait  applicable  et  M  serait  non  nulle,  contre  l'iiypo thèse. 

Si  le  p.  g.c.  d.esG  d'ordre  3,  comme  h^  n'  —  1 ,  et  a  fortiori 


(1)  Car  alors  m   \-  ih  —  n  +  2  r?    m  +  h  +  n'  —  1  —  //  +  2  --  w  + 
A  +  1. 


^  H  —  >  —  1,  le  théoiviue  II  est  applicable  et  le  rang  de.i\/ 
est  m-\-  h  -{-  \  —  X  donc  fi  =  «. 

Remarques.  —  I.  Il  peut  arriver  que  les  polynômes  soient 
sans  diviseur  commun  et  que  néanmoins  M  soit  nulle,  mais 
alors  (tliéor.  I)  c'est  que  /?<)?'  -  1.  Soit,  par  exemple,  les 
])ol_Ynomes 

arc''  +  /'^  -r  c,       o',v-  -f  b'.T  +  c',       a" œ-  +  h" x  +  c"  ;  ' 

on  a  ici  m  ^n  =  n  =  'J  ;  en  prenant  //  =  0,  on  a  pour  M  le 
-déterminant 
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il  peut  être  nul,  sans  que  les  trinômes  aient  un  diviseur 
commun,  notamment  quand  leurs  racines  représentent  tiois 
couples  d'une  involution  quadratique.  Quand  ils  ont  un  diviseur 
.  commun,  ce  déterminant  est  aussi  nul  (théor.  II),  mais  son 
évanouissement  ne  i)eut  ])as  servir  à  exprimer  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence  d'un  p.  g.  c.  d.  :  la 
réciproque  des  théorèmes  I  et  II  n'est  ajjplicable  que  si  h  est  au 
moins  2  —  1  =  1. 

II.  En  particulier,  si  l'on  fait  h  =  n  —  I,  on  a  un  résultat 
de  L.  L.  Dincs  :  la  matrice  M  a  m-\-  u  lignes.  Plus  particu- 
lièrement, pour  que  les  polynômes  aient  un  p,  g.  c.  d.  de  degi^é 
non  assigné',  en  y  comprenant  le  cas  de  r/,,  =  />„  =  6\,  ==  0,  il 
faut  et  il  sullit  que  cette  matrice  M,„_|.„  soit  simplement  nulle. 

Si  n'  --::  n,  on  peut  encore  abaisser  les  dimensions  le  il/  et 
faire  h  =  n'  —  1.  Dans  ce  cas  donc  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  peuvent  être  exprimées  par  l'évanouissement  d'une 
matrice  M„^^„'  à  m  4-  r/  lignes. 

62.  L'extension  à  plus  de  trois  polynômes  est  facile. 
Le  nœud  de  la  démonstration  est  toujours  ceci  :  si  les  polynômes 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  ni  leurs  premiers  coefficients  tous 
nuls,  et  si  h  est  au  moins  v  —  l,  v  étant  le  degré  du  polynôme 
le  moins  élevé,  la  matrice  analogue  à  M  est  non  nulle. 

Le  cas  de  deux  et  trois  polynômes  ayant  été  élucidé,  il  reste 
à  étendre  par  induction  complète.  Supposons  donc  le  fait  établi 
pour  j)  -j-  1  [»3lynoraas  et  considérons  ensuite  p  -{-  2  polynômes, 

F,  G,  G',  G",  ...  G(/" 


de  degrés  tn  -j-  n,  ^  «'  >  ri!\  ...  ^  n^^K  Choisissons  les  poly- 
nômes w^  iij,  w\  ...  n-^f)  tels  que  F  -|-  ir  G  -f-  ""  G'  4-  ... 
u/t^  G^f^  ait  son  premier  eoetticient  non  nul  et  que  le  n'sultant 
de  F  -\-  irG  et  du 

jj.g.c.d.  [G',  G".  ...  G'P^] 

diffère  de  zéro,  car  ces  conditions  ne  sont  pas  réalisées  quels  que 
soient  les  pohnomes  /'■,  on  s'en  assure  comme  plus  haut.  Alors 
les  polynômes 

F  -f  ^>cG,  G',  G",  ...  GP^ 

n'ont  pas  leurs  premiers  coeflicicnts  tous  nuls,  et  n'ont'  pas 
de  diviseur  commun  en  x.  Or  la  matrice  M  relative  aux  poly- 
nômes F,  G,  G' ,  ...  G^f^  peut  se  transformer  en  la  même  matrice 
relative  à  F  -]-  -  ""G,  G,  G',  ...  G'i'^  ;  celle-ci  est  nulle  en  même 
temps  que  M,  et  de  même  la  matrice  partielle  M'  obtenue  en 
etlaçant,  de  .1/  transformée,  les  colonnes  relatives  à  G;  car 
cette  matrice  M'  a  au  moins  autant  de  colonnes  que  de  lignes, 
puisque  h  >  nP'^  —  1 ,  donc 

//  4-  1  +  ...  +  ;y?  +  /?  —  ;r^)  -f  !   : 
/?  +  1  +  . . .  -f  w?  +  >/  /"'  —  1   -  iïP^  -f-  1         m  -\-  h^  \  ; 

mais  alors  on  a  une  matrice  nulle  M' ,  analogue  à  A/,  relative  à 
p  -j-  1  polynômes  sans  diviseur  commun,  ce  ipii  est  sujiposé 
impossible  quand  h  =>  n''f''>  —  1 . 

(jOrollnires.  —  1.  Ayant  établi  que  la  matrice  M  relative  à 
plusieurs  polynômes,  quand  elle  est  de  rang  m  -{-  h  Ar  ^  —  '^• 
[h  ^-  n(P'  —  \\  exprime  les  conditions  d'un  p.  g.  c.  d.  d'ordi'c 
'/,  on  prend  un  de  ses  déterminants  non  nuls  les  plus  élevés,  on 
le  complète  dans  le  sens  vertical  de  manière  à  former  une 
matrice  à  m  -\-  h  -\-  \  lignes  et  yn  -\-  h  -\-  \  —  -i  colonnes 
extraite  de  M,  puis  on  y  adjoint  des  colonnes  d'éléments  1 ,  —  rc 
convenablemtmt  placées,  et  l'on  obtient,  comme  plus  haut,  le 
{).  g.  c.  d.  d(^s  i)olynomes  proposé'S.   l) 


(1)  Observons  ici  en  passant  que  tour,  itolynouie,  par  exemple  a^,  x''  f 
Gi  JT^  -\-  a-î  a;'  -\-  a^  x  -\-  o.j  peut  être  mis  sous  forme  d'un  déterminant 

Uf  —  a-       J  ! 

(3;^  — ./;      1        i 

«4  —  .v      ', 


—  94   — 

H.  Pour  h  =  î/^'  —  1  on  a  la  matrice  M  la  plus  simple; 
on  peut  l'appeler  la  matrice  résultante. 

On  démontre,  en  suivant  textuellement  la  méthode  connue 
pour  le  résultant,  c'est-cà-dire  en  multijiliant  les  lignes  de  la 
matrice  résultante  par  les  puissances  de  x,  de  degrés 

m  +  n'/")  —  1,      m  +  n^^^  —  2,       ...  2,  1,  0 

et  ajoutant  à  la" dernière,  que  les  déterminants  extraits  de  la 
matrice  résultante  par  suppression  de  colonnes  sont  dos 
coml)inaisons  linéaires  des  pohnomes  proposés.  Ces  déterminants 
peuvent  remplacer  dans  la  théorie  du  reso/î?an^  (voir  un  chapitre 
ultérienr  du  présent  travail)  l:^s  coefficients  /?y,  i?^,  ...  des 
produits  de  puissances  des  u  et  des  v  dans  le  résultant  de 
^  Uj  F,  et  I  îif  F,-  La  diftérence  est  que  les  coefficients  Rq,  i?i, ... 
de  Kronecker  s'annulent,  ou  bien  quand  les  polynômes  ont  un 
p.  g.  c.  d.  en  .r,  ou  bien  quand  s'évanouissent  les  premiers 
coefficients  des  polynômes  de  degré  le  plus  élevé;  tandis  que, 
dans  notre  méthode,  les  déterminants  extraits  de  la  matrice 
résultante  s'annulent  quand  il  y  a  un  p.  g.  c.  d.  en  œ,  ou  quand 
tous  les  premiers  coefficients  sont  nuls.  Pour  la  théorie  du 
résolvant,  on  doit  supposer  les  polynômes  rendus  rég^fliers, 
et  alors  les  deux  groupes  de  symboles  sont  équivalents;  mais  les 
nôtres  se  prêtent  mieux  à  la  théorie  des  polynômes  homogènes 
et  aux  applications  géométri(iues. 

63.  Prenons  ])Our  exemple  les  trois  polynômes 

F  =  ft,,./''  +  f/iX-'  +  a.^x-  +  '/-^.r  -f  a^. 

G'  =  c,  X-  +  C'i  X  +  C3  ; 

voici  la  règle  pour  former  la  matrice  résultante  :  on  forme  le 
résultant  des  polynômes  extrêmes,  et  l'on  intercale  des  coeffi- 
cients />,„  h^.  ...  jusqu'à  suffisance  : 
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la  partie  formée  do  symboles  rt  et  c  est  carrée.  Sur  cet  exemple 
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nous  pouvons  donner  un  moyen  de  contrôle  qui  pourrait  servir 
'de  nouvelle  démonstration  aux  tliéorèmes  I,  II  ei  réciproque 
de  plus  haut.  Puisque  le  déterminant  R  formé  des  symboles  a  et 
c  est  nul,  les  polynômes  F,  G'  ont  un  diviseur  commun.  Si  ce 
diviseur  est  linéaire,  un  déterminant  A  à  cinq  lignes  extrait  de 
R  est  non  nul  ;  si  A  s'obtient  par  exemple  en  etlaçantla  colonne  4 
et  la  ligne  3  de  R,  remplaçons  la  colonne  4  de  R  par  la  colonne  5 
de  la  matrice  résultante;  alors 


«0 


a 


a. 


c", 


c.» 


0, 


«et  ce  déterminant  multiplié  par  ,r'-^  donne  aussi  im  résultat  nul  ; 
multiplions  donc  la  ligne  ;J  par  .c-'  et  ajoutons  y  les  lignes  1,  2, 
4,  5,  6  multipliées  par  .r',  oc\  x-,  œ,  1  ;  la  ligne  3  devient 

F.<\  F,  G,  G'x,  G' 

donc,  en  développant,  G  X  -^  est  une  combinaison  linéaire  de 
F  et  G',  et  le  diviseur  commun  de  F  et  G'  divise  (î  1,  donc 
aussi  G  puisque  A  est  une  constante  non  nulle.  Si  F  et  G'  ont 
un  p.  g.  c.  d.  quadratique,  il  faut  supprimer  deux  colonnes  de  R 
et  les  remplacer  par  des  colonnes  de  symboles  A;  on  obtient 
alors  une  identité  de  la  forme 

G  (;;..r +  •/)  =  F  y  ^  G'  L 

^t  le  p.  g.  c.  d.  de  F,  G'  divise  le  premier  membre  et  a  au 
moins  un  diviseur  commun  linéaire  avec  G.  Eic. 


64.  De  même  que  la  siirélimination,  l'élimination  d'une 
inconnue  entre  plusieurs  étjuations  trouve  son  application 
dans  diverses  questions  d'analyse  ou  de  géométrie. 

Par  exemj)Ie  soit  à  chercher  l'arête  de  rebroussemenl  d'une 
onveloj)pe  de  surfaces  à  un  paramètre  :  ii  s'agit  d'éliminer  a 
ontre  les  relations 


F  U'\  y,z;  ->.) 


(•. 


^'^(•'■>.y-  ^;  ^j:         P'\'-V,!/,  c;  a)  =  0; 


si  F  est  une  fonction  entière  de  a,  ces  trois  équations  se  ramènent 
iiu  degré  de  la  troisième,  et  l'on  a  l'arête  de  rebroussement  en 
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écrivant  la  matrice  résulumte  de  trois  polvEomes  de  même 
degré  ;  on  aura  de  même  des  points  singuliers  de  ladite  arête 
en  écrivant  les  conditions  d'existence  d'un  p.  g.  c.<l.  quadratique- 
au  moins  pour  ces  trois  polvnomes, 

A  cette  occasion,  disons  un  mot  du  cas  particulier  de  trois 
formes  quadratiques 

a  y.-'  -i-hy.4-  C,       il!  y.'  +  h'  y.  +  c\       a'  yr  +  A"  a  -f  c"  ; 

la  matrice  résultante  est 


,1  â'  rt" 


II 


\  C  c'  c" 

Si  les  coefficients  a,  b,  c,  ...  sont  dos  fonctions  linéaires  do 
quatre  vai'iables  homogènes,  on  a  la  représentation,  par  une 
matrice  à  l  lignes  et  ^  +  2  colonnes,  d'une  courbe  gauche 
rationnelle  du  sixième  degré,  car  en  égalant  à  zéro  les^ 
polynômes  donnés,  on  tire  les  coordonnées  œ^,  x.^,  x.^,  x^  propor- 
tionnelle à  des  fonctions  entières,  du  sixième  degré  en  a. 

Comme  autre  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  deux  coniques  d'un  plan  aient  un  double  contact,  problème 
résolu  d'une  manière  incomplète  dans  les  traités.  Il  revient  à 
cliercher  les  conditions  pour  que  le  faisceau  défini  par  les  deux 
courbes  contienne  une  droite  double,  donc 

on  lire  de  là 

(«12  +  ''-  ^^ni'  =  («n  +  ^'-  ^11  '  i^hi  +  '■  Kl) 
et  deux  relations  analogues,  ou  encore 

À^  {b,.^  —  ^?n^22)  =  0 
et  deux  analogues  ;  si  ces  équations  en),  ont  une  racine  commune, 
la  matrice  suivante  est  nulle, 

f^n  ~  «h  «22     ~  '''12^^12  "~  ^'u"22  ~  «u  Kl  ^hî   ~~  ^'n  ^a 

^3'  —  «]1  «H3       -  «1:î  ^J\^  —  ^U  «33  —  «11  ^^^  ^3'  —  ^1  K 

2«33''>23-<^22««-«22^33  brî-O^b^ 

«12"   -   «11  «22  -  «12  ''\1  ~  'h\  «32  —  «11  '^22       «12-  —  '^11  ''it 

«13'  -  «11  «33  2  Ui^  61:5  —  b^^  rr„  —  «n  b.,,^     by^'  —  //„  /';„ 


«23  «22  «33 


«23'  —  «22  «33  2  rtjs  //23  -  b.,..  a-i-,  —  «32  *33       K'  "  ^'22  K. 


Réciproquement,  si  les  équations  ('2)  ont  une  l'acine  commune 
À,  on  prend  pour  o  une  valeur  arbitraii'e;  la  première  de& 
équations  (1)  donne  ;^j  précédé  du  double  signe;  on  choisit  l'un 
à  volonté  et  ],es  autres  relations  (2j  donnent  [j..^,  [j..^  sans  ambiguïté. 

Signalons  comme  exercices,  les  questions  suivantes  : 

1°  Relativement  à  une, surface  d'ordre  n,  trouver  le  lieu  des 
points  dont  la  quadriqne  polaire  est  de  révolution.  (On  sait  que 
la  quadi'ique  de  révolution  coui)e  le  plan  de  l'infini  suivant  une 
conique  ayant  un  double  contact  avec  le  cercle  imaginaire  de 
l'infini.) 

20  Conditions  pour  qu'il  existe  un  point  dont  la  quadriqne 
polaire  est  une  sphère.  (En  coordonnées  rectangulaires,  cette 
quadriqne  a  pour  équation 

X..  f/  4  y  %  +  ^^'  :^.  +  2  A-  r  /f  -^ . . .  =  0 

dx'    '         dî/^    '         c?v2    i  (J.fd>/    ' 

et  l'on  doit  avoir 

dx'        djj-        d:'        '"'         dxdy        dxdz        dydz 

puis  éliminer  .'•,  //,  .^  >  ;  dans  le  cas  de  n.  =  :>,  les  relations  (r) 
sont  linéaires  en  x,  ij,  z  et  les  conditions  cherchées  ont  la  forme 
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3^'  les  relations 


ff.v  h\  Cx 

(l  X  (J  X  C  X 


=    0 


expi'iment  que  les  équations  on  /  :  a, 

/-•^  iix  -\-  'i-  y.  /m-  -|-  ;j--  Cx  -~=  0, 
"a-  a'x  -f  >.  'J-  b'x  -f   \j"  dx  =  0 

ont  deux  racines  communes.  Chacune  de  ces  équations  représente 
un  plan  variable  enveIo])])ant  un  cône  de  2''''  classe;  r/^-et  Cojsont 
deux  plans  fixes  tangents  au  premier  cône;  le  plan  variable 
coupe  r/^- suivant  la  droite 

«A-    =    •►,  À  Ox    -\-    [JCa      -    •) 
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et  se  trouve  rapporté  à  un  plan  du  faisceau  À  bx  +  v-  Cx.  Donc, 
sur  chacun  des  cônes  on  a  une  série  de  plans  tangenls  et  ceux 
qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  À  :  ;j.  décrivent  deux 
séries  projectives. 

Ainsi,  étant  données  deux  séries  projectives  de  plans  tangenls 
à  deux  cônes  de  seconde  classe,  le  lieu  des  points  d'où  les  plans 
tangents  mené  au  premier  cône  sont  les  homologues  des  deux 
plans  menés  au  second  cône  est  une  cubique  gauche. 

La  cubique  passe  par  les  sommets  des  cônes.  Si  la  cubique  est 
donnée  par  une  matrice,  les  cônes  relatifs  aux  deux  lignes  sont 

Z>.,"  —  4  axc.y  ^  0,         h'/~  —   1  rt',  c'.i  -=  0 

et  un  cône  analogue  ayant  son  sommet  en  un  })oint  variable  de 
la  courbe  a  pour  équation 

[bx  —  k  h'x  y  —  4  {ctx—  h  a',  )  {cx  —  hcx)  =  0 

et  pour  enveloppe  la  surface  du  quatrième  ordre 

c{bx^  —  4  (ix  Cx  )    (//x-  —  4  a\^  dx  )  —  {-Z  n'x  cx  +  2  « >  dx  —  h.,  h'x  )-  =  0; 

le  premier  membre  est  encore  égal  à 

4  {{(ix  b  X  —  a 'x  bx  )  {bx c  A  —  b 'x  Cx  )  —  (dx  c  X  —  a 'x  Cx  Y] 

ce  qui  prouve  que  la  surface  du  quatrième  ordre   admet   la 
cubique  donnée  comme  courbe  doul)îe. 
4°  De  même  les  relations 


a.\  bx  Cx  (l\ 

a' \        b'x       C\        d'x 


0 


donnent  ce  résultat  :  si  sur  deuj-  développables  de  troisième 
classe,  on  donne  deux  séries  projectives  de  plans  tangents, 
il  arrive  quatre  fois  que  trois  plans  tangents  à  la  première 
et  les  trois  plans  correspondants  se  coupent  tous  les  six  en 
un  même  jtoint. 

Si  au  lieu  de  deux  développables  on  en  a  trois,  les  séries 
projectives  peuvent  être  ra])portées  à  une  même  ponctuelle;  de 
tout  point  .27  de  l'espace,  on  peut  mener  trois  ternes  de  plans 
tangents,  et  il  v  correspond  trois  ternes  de  la  ponctuelle;  si  ces 
trois  derniers  ternes  font  partie  d'une  même  involution  J^\  le 
point  :r  décrit  une  sextique  de  genre  trois. 

On  peut  encore  étendre  ces  résultats  en  api)liquant  les  ])rocédés 
d'élimination  ou  de  surélimination  d'un  paramètre  entre  deux 
ou  plusieurs  é(iuations,  procédés  exposés  plus  haut. 


CHAPITRE  VII. 


Matrices  invariantes. 

65.  Dans  noire  mémoire  couronné  de  H'I.î,  nous  avons  posé 
quatre  problèmes  ;  voici  trois  des  énoncés  : 

!'>  Quelles  courbes  gauclies  algébriques  sont  représentables 
par  une  matrice  à  l  lignes  qH  -\-  \  colonnes  ( 

2°  Déterminer  toutes  les  congruences  linéaires  de  cubiques 
gauclies. 

3"  A  quelles  conditions  une  matrice  représente-t-elle  une 
Tariété  plus  étendue  que  dans  le  cas  général  (* 

Des  commencements  do  solutions  des  deux  premiers  problèmes 
sont  consignés  dans  le  présent  travail.  Le  tî-oisième  est  en 
somme  la  question  de  l'élimination  d'un  ou  plusieurs  paramètres 
d'une  matrice  :  nous  \  reviendrons  dans  un  chapitre  ultérieur. 

Le  quatrième  problème  auquel  nous  allons  consacrer  les  pages 
suivantes  est  celui  des  matrices  invariantes;  voici  l'énoncé  : 

Déterminer,  pour  un  polynôme  ou  un  système  de  polynouies, 
des  matrices  (ou  même  toutes  les  matrices)  dont  les  éléments 
sont  fonctions  des  coellicients  des  polynômes  (ou  des  coellicients 
et  des  variables,  etc.)  et  qui  jouissent  de  la  propriété 
^'invariance,  alors  que  les  déterminants  extraits  de  ces 
matrices  ne  sont  pas  invariants. 

Par  exemple  le  polynôme  «„  x'^  -\-'.\  a^x-  -\-  •'>  a.^  x  -\-  a^  a 
une  racme  triple  si  l'on  a 

,,     ^0         (h         «2        _  0- 
I     (7i        a.,       «., 

les  déterminants  extraits  de  cette  matrice  ne  sont  pas  inva- 
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riants,  car  le  i)olynome  proposé  n'a  qu'un  invariant,   savoir 
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qui  s'évanouit  quand  il  a  une  racine  double. 

Cependant  la  pi'opriété  d'avoir  une  racine  tri])le  est  évidem- 
ment invariante.  Parmi  les  applications  géométriques  possibles 
de  cet  exemple,  citons  celle-ci  :  si  r/,,.  rt,.  a.^.  a.^  sont  fonctions 
linéaires  de  trois  (ou  deux)  coordonnées  cartésiennes,  le  polynôme 
qui,  pour  chaque  point  de  l'espace  (ou  du  plan)  a  trois  racines 
généralement  distinctes,  n'en  a  i)lus  que  deux  pour  les  points 
d'une  surface  (courbe)  du  quatrième  ordre,  n'en  a  plus  qu'une 
pour  cliaque  i)oint  d'une  cubique  i^auclie  (pour  3  points  du  plan) 
flouble  sur  la  surface. 

66.  L'exemple  précédent  nous  oblige  à  préciser  le  problème. 
Qu'esi-ce  en  efict  une  matrice  ayant  la  pro})riété  d'invariance  ( 
Ce  sera  une  matrice  dont  l'évanouissement  exprime  une 
propriété  qui  reste  inaltérée  par  la  substitution  linéaire. 

Dans  un  travail  antérieur,  nous  avons  dit  :  ••  une  matrice 
-  n'est  pas  une  quantité;  il  ne  peut  être  question  de  la  voir  se 
■■^  reproduire  multipliée  par  une  puissance  du  module  de  la 
n  substitution.   ^ 

Et  dans  un  autre  travail,  nous  avons  objecté  :  »  sans  doute, 
■•  la  matrice  n'est  pas  une  quantité,  c'est  un  symbole;  mais  la 
■•  multiplication  de  ce  symbole  par  un  déterminant  a  reçu  une 
V  définition  conventionnelle:  il  est  donc  possible  de  voir  le 
«  symbole  se  reproduire  quand  on  le  multiplie  par  une  puissance 
«  du  module  v.  Seulement  le  mot  "  multiplication  ^  devra  être 
j)récisé  conformément  à  la  théorie  abstraite  des  matrices;  nous 
y  viendrons  bientôt. 

Mais  il  y  a  des  propriétés  certainement  indépendantes  des 
substitutions  linéaires,  par  exemple  les  conditions  pour  que  des 
polynômes  aient  %  racines  communes,  qui  s'expriment  par  le 
fait  que  le  rang  d'une  matrice  reste  au-dessous  d'une  certaine 
valeur.  Alors  notre  problème  fondamental  doit  s'étendre  à  la 
recherche  des  matrices  dont  le  rang  demeure  inaltéré  par  une 
substitution  linéaire. 
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Ectin.  il  peut  se  faire  qu'une  matrice  invariante  précédée 
d'une  ou  plusieurs  lignes  de  variaiîles,  cogrédienLes  ou 
•contragrédientes  aux  varialilos  initiales,  l'oui-nisse  un  covai'iant, 
ou  contrevariant,  ou  divariant.  L'évanouissement  de  ladite 
matrice  sera  peut-être  l'évanouissement  identique  de  cette  autre 
forme  invariante  et  l'on  sera  ramené  à  un  ordre  de  reciierches 
qui  a  fait  l'objet  de  divers  travaux  'd  . 

La  première  étape  dans  cette  théorie  doii  être  un  examen  des 
exemples  connus  de  matrices  invariantes.  Plus  tard,  on  pourra 
essayer  leur  classification,  par  exemple,  d'après  le  nombre  et  le 
degré  des  formes  données.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  la 
substitution  de  Joacliimstal  déduit,  de  chaque  matrice  invariante, 
une  matrice  à  deux  ou  plusieurs  séries  de  variables. 

67.  Nous  devons  examiner  avant  tout  ce  que  deviennent  les 
coefficients  d'une  forme  transformée,  donc  rai)peler  quelques 
faits  d'invariantologie.  Le  point  de  vue  auquel  nous  nous 
plaçons  dans  cet  exposé  n'est  ])as  nouveau,  mais  il  est 
indispensable  de  le  reproduire  i)Our  l'enciiainement  de  notre 
travail. 

Soit  une  série  de  variables  .r^^  ,r^ r,^  que  l'on  transforme 

par  la  substitution  linéaire, 

x^  =  /.,  A,  -|-  À.^  A^  -!-...+  '•//  X,,^ 
X,  =   ;j.,  A'i  -f-   y..  A..  4-  ...  -f  \>n^„. 


dont  le  module  ou  déterminant  A  des  cot^llicients  est  supi)Osé 
non  nul,  pour  permettre  \di  substitution  inverse, 

AAj  =  L,x,  +  M,x,  +... 
\X.,  =  L^x^  +  M.^x.^  +  ... 


L;,  Mi,  ...  étant  les  mineurs  de  A  relatifs  aux  éléments  '/(.  ;j.i,  ... 

Deux  ou  plusieurs  séries  de  variables  sont  dites  cocjrédienies 
quand  elles  sont  en  même  nombre  et  subissent  la  même 
substitutigii  linéaire. 

Le  produit  de  deux  substitutions  linéaires,  c'est-à-dire  leur 
application   successive,  est   une  substitution  linéaire   dont  le 


(1)  Voir  notamment/.  Deruyls.  Mém.soc.  Sciences  Liège,  2esér.  17. 
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module  est  le  produit  des  modules,  en  vertu  de  la  règle  connue 
de  la  multiplication  de  deux  déterminants.  En  particulier,  le 
produit  de  deux  substitutions  inverses  l'une  de  l'autre,  comme 
on  le  vérifie  immédiatement,  est  la  substitution  identique. 

Un  polynôme  de  m'^""  degré  est  dit  régulier  en  x■^^  si  le 
coefficient  de  .r^'"  n'est  pas  nul.  Soit 

/■  =  I  A^x;"  x./  .  .  ./•/  (a  -f-  :i  +  ...  -f  À  =  m) 

un  polynôme  quelconque;  la  transformation  particulière  suivante 

e^  =  A', .         j>72  =  u.y  A'i  -f  X,,        ./-.^  =  u.^  Xy^  -f  A'.,,  . . . , 

démodule  1,  en  déduit  un  polynôme  où  le  coefficient  de  Ay^ 
(iSt  devenu 

o 

—        A    „     U.y'  ...         Uj, 

tandis  que  les  coeffiicients  de  AV'^.Ay  ...  sont  demeurés  ceux 
de  x^\  x.'^  ...  D'après  un  lemme  du  chapitre  précédent,  on 
peut  disposer  des  paramètres  m,  de  façon  que  le  nouveau 
coefficient  de  A'/"  soit  distinct  de  zéro,  donc  de  façon  à 
rendre  le  polynôme  régulier  en  A^  Des  opérations  successives 
analogues  rendent  le  polynôme  régulier  quant  à  toutes  les 
variables,  sans  troulder  les  résultats  précédemment  acquis.  On 
peut  donc,  par  une  transformation  appropriée  de  module  1, 
rendre  une  forme  régulière  par  rapport  à  toutes  les  variables  ; 
il  en  est  de  môme  pour  plusieurs  formes. 

Deux  séries  de  variables  u,  x,  en  même  nombre  sont  dites 
contraçp-édientes  quand  elles  subissent  des  substitutions 
linéaires  telles  que  l'on  ait  l'identité 

)Lu,x,  ==^UiX,^ 
donc  facilement, 

U^  =  Uy\  4-  «^v.,  4-  u,^->^  -\-  ... 

t/.,    =    «1  À.    +   Mj  V-.^   +    U^'-i    +    ... 

cette  substitution  est  aussi  de  module  A  ;  on  en  déduit 

Au,  =  L,  L\  -1-  L.,U,  -f-  ... 
\u.^  =  M,  L\  +  M,  lJ.,-\-  ... 


—  ](•:;  — 

et  la  substiiuiion  (w,  T'")  peut  être  dite  comfilémetdaire  de  la. 
proposée  (./',  A')  son  module  est 


L,      L., 
M,     M\, 


1 


y  A 


d'après  une  formule  connue. 

Les  cotffieienis  d'une  forme  linéaire  sonl  évidemment  conlra- 
grédients  aux  variables  ;  de  même  les  dérivées  partielles  du 
l)remier  ordre  d'une  forme  homogène  de  degré  quelconque. 

Deux  séries  de  grandeurs  contragédien tes  à  une  même  troi- 
sième sont  visiblement  cogrédientes  entre  elles. 

68.  Nous  allons  définir  ici  la  substitution  de  puissance 

n{n-\-\)  . 

m.  Soient  une  série  de  — — -^ variables  a  deux  indices, 

.^\k  =  ^hi         (^  ^  =  1,  2,  ...  rù, 
subissant  une  substitution  exprimée  symboliquement  par 


X 


(h  -t-   X     /-.il)  -.•       I  -.(1) 


11 


ces  relations  sont  symboliques  en  ce  sens  qu'il  faut  effectuer  les 
opérations  indiquées  dans  les  seconds  membres  et  y  remplacer 
.Y,  A'^  par  A'^/^  Une  telle  substitution  linéaire  est  désignée  par 
5^,  si  5  est  la  substitution  dont  les  coefficients  sont  À^^  ;  on 
l'appelle  sudsiitution  de  puissance  2  et  il  ne  faut  pas  la 
confondre  avec  S-  qui  est  l'application  successive  de  deux  sub- 
stitutions S  ;  cette  dernière  ne  s'applique  qu'à  ii  variables.  On 
définit  de  même  la  substitution  de  puissance  m,  5^^  régissant 
des  lettres  à  m  indices,  allant  de  1  à  /^;  le  nombre  de  ces 
variables  •'  est  égal  au  nombre  de  combinaisons  à  répétition  de 
n  éléments  pris  m  k  m  ou  (7,„  _|_  „  _  i^  ,„, 

On  a  défini  aussi  des  substitutions  de  produits,  mais  nous 
n'en  avons  pas  besoin  et  les  exposés  qui  en  existent  ne  nous 
paraissent  pas  irréprochables. 

Nous  allons  démontrer  ce  tliéorème  connu  :  le  déterminant 
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de  hi  substitidion  de  puissance  m  est  une  puissance  du 
déterminant  de  la  substitidion  S. 

Voici  d'abord  quel  sera  le  degré  de  cette  puissance  :  le  déter- 
minant de  S„;  est  à  ->  lignes  et  chaque  élément  est  de  degré  m  en 
À,  tandis  que  le  déterminant  de  5  est  de  degré  n  ;  donc  la 
puissance  en  question  doit  être 

^  =  c... , 


y.  ,„  ^  Il  —  1 ,   m  —  1 


Pour  la  démonstration  du  théorème,  rappelons  d'abord  ce 
lemme  classique  :  tout  déterminant  est  une  fonction  irréduc- 
tible de  ses  éléments,  considérés  comme  variables  indépendantes. 

Car  soit,  pour  fixer  les  idées 


'i       :^i       ■'! 

^2  \'l  ''l 

)..,  U.„  V., 


c'est  une  fonction  homogène  de  ses  neuf  éléments;  c'est  aussi  un 
polynôme  linéaire  homogène  en  Àj,  aj,  vj,  puisque  A  =  À^  L^  + 
[j-i  My  -|-  v^  A\  ;  s'd  avait  des  diviseurs  ils  seraient  homogènes  et 
l'un  d'eux  serait  linéaire  en  ).j.  ;j.j,  v^,  par  exemple 

A  =  (/  ).,  -|-  w^  v-i  4-  n  vj  )  q  ; 

■cette  relation  est  une  identité  puisqu'il  s'agit  de  variables 
indépendantes,  donc  ql  =  Ly  et  ^  est  indépendant  de  Xg,  \,  X^, 
V-]_,''i\  on  montre  de  même  que  q  est  indépendant  des  autres 
éléments,  par  suite  q  est  numérique. 

Cela  étant,  indiquons  des  propriétés  de  la  substitution  S„, 
consistant,  on  s'en  souvient,  à  rem])lacer  symboliquement  x^  par 

i:  /,'/'  a:- 

dans  les  expressions  Xij^i  .  Soit  T„,  une  autre  substitution  de 
puissance  ?n,  remplaçant  par  exem])le  A'^  par 

V    .,<./)    y     . 
h 

le  produit,  ou  application  successive  de  S„,  et  T^^  remplace 
symboliquement  x^  par 
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•et  ceci  est  la  substitution  de  puissance  m  déduite  du  produit 
5  T,  de  sorte  que  S„^  T^,  =  (5  7),„ 

Ensuite,  si  5  est  la  substitution  identique,  il  en  est  de  même 
deS,„  car  on  remj^lace  x  par  X,  donc  symboliquement  Xi  x.-  par 


A',  Xj^  etc. 


Par  suite  si  S~^  désigne  la  substitution  inverse  de  S,  (,5-')„, 
est  l'inverse  de  S,,,_  car  S„^'■S~^)„^  est  égal,  d'après  ce  qui 
précède  à  {S S  ~^)„i  donc  à  la  substitution  identique. 

Arrivons  enfin  au  théorème  à  démontrer.  Soit 

r  (>f  ) 

le  déterminant  de  la  substitution  S,„  ;  son  degré  est  m  -/.  Le 
déterminant  de  la  substitution  inverse  est  la  même  fonction  des 
coefficients  de  la  transtOTmation  S~^,  c'est-à-dire  de  L^f  :  A  ; 
puisque  le  produit  des  deux  substitutions  est  la  substitution 
identique,  on  a 


i(/)\    V  /     ,  /  r  l'i 


d'où  encore 


.OP  X   -(L^:  A)  =   1. 


r  (f  )  .  ^  {L\') 


puisque  A  est  irréductible,  ciiaque  facteur  du  premier  membre 
est,  à  un  facteur  constant  près,  une  puissance  de  A,  et  comme 
•ce  dernier  est  de  degré  //■,  on  a 

.(Xfj=-CA^; 

le  même  raisonnement  appliqué  à  la  substitution  inverse  5~* 
dont  le  déterminant  vaut  A"  -^  donne 


=p(L?)  =  cA^«-l) 


m  V 


«n  multipliant  membre  à  membre  on  trouve  c-  =  l,  d"où  c  = 
+  1 ,  mais  la  signe  —  est  à  rejeter  U)  comme  le  protive  un 
examen  direct  du  cas  particulier  de  la  substitution  identique. 


(1)  Plus  simplement  :  la  constante  c  est  égale  à  1,  comme  le  prouve  le 
<cas  particulier  de  la  substitution  identique. 
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69.  Comme  exemple  vérifions  le  fait  pour  le  cas  de  m  =  2, 
ei  /^  =  8.  Le  déterminant 


R  = 


\' 

/-^' 

2  Al  A^ 

2  >.2  >3 

h' 

'l  .^1 

'-lî^2     1      ^^2Î^i 

'■2  '^1 

^   î^3  ^  ^-3  !^1 

'•i  .^^3  +  '-i  H-2 

HV-i 

2  i-l  .^^.3 
X,   >._,  -|-  A,  Vj 

2m-i!-3 

'-1  "3  H-  '^3  ^ 

2:..3f^3 

^2  "'3  -*-  ^^3  ^2 

^3  ^3 

'^^1  '2  -r  ;-^j  •'! 

2  ^1  V. 

V  2 
3 

f^l^:^  +:^3'l 
2  •'!  -'3 

H-2  ''3  4-  f^j  ^J 
2    'i  ^3 

^3' 

doit  être  égal  à  la  quatrième  puissance  de 


X, 


1-^1         !-^2  H-3 


'1  ^3  ^3 

Considérons  en  effet  les  déterminants  à  neuf  éléments  extraits 
des  trois  dernières  lignes  de  R  :  trois  d'entre  eux  sont  nuls, 
savoir  ceux  où  manque  l'indice  IJ,  2  ou  1,  comme  le  montre 
l'examen  direct  ;  les  dix-se])t  autres  sont  des  produits  de  A  par 
des  facteurs  v. 

Quant  aux  trois  premières  lignes,  nous  vérifierons  dans 
un    instant   qu'elles    donnent  des    produits  de  puissances  de 

(~^i  IH  —  '''-2  y-i  )'  C^i  .'•'■3  —  '^-3  'H  )•  (^3  :-'-3  —  ''■3  ;J-2  )  0"e  nous  dési- 
gnons en  abrégé  par  j\\,  —  iVg.  ^^3-  L'application  du  théorème 
de  Laplace  donne  alors,  en  représentant  par  leur  première 
ligne,  les  déterminants  extraits  de  la  moitié  supérieure  de  R, 

A>  :  A  =   i  >^^    2  ).,  À,  >.,=  I  v/  _  I  1^2   2  \  l,  \^  I  vj3 

-f-  !  ^.^    2  ).2  ).3    X32  I  .^3  _|_  j  ).^2  12  x^  I  (_  2  V,  .,  V3)  _  I  2  \  X.,    2  \  l,    2  l,  \  1  Vj  V2  V., 

+  1  \'  K'  2  X,  \  I  V3  V3«  -  I  \^  If  2  l,  ),3  I  (-  V,  v/)  +  1  \^  Xf  2  l,  l,  1  (-  v./  V3) 

-  I  If  )..2  2  X,  X3 1  vi  V.;-  -  1  x/  X.;-  2  X,  X3 1  (-  v^^  v,)  +  1  x/-  if  2  x,  X3 1  v;^  v, 

-f  1  X;.  2  X,  1,  2  X,  X3  I  (- V3  v..=)  +  !  If  2 1,  /,,  2  X,  X,  \  .f  .,  +  1  X,^  2  X,  X,  2  X^  X3  |  v^  v, 
-f-  1  Xf  2  X,  X3  2  X.3  X3  I  v;-  V3  +  1  X3=  2  X,  1,  2  \  X3  I  V,  v^^  -  1  X3=  2  X,  X,  2  X,  X3  |  v^^  v, 

Calculons  l'un  des  déterminants  figurant  dans  cette  expression, 
j)ar  exemple, 

2  ^1  '2 

2  î^i  v-î 


1  '3 


'>  )    X 


2  ')■,  'j 


X^  [J.J     ).,  1x3  -\-  X3  a^ 


l  l':i 


■d  'M  \J- 


2  i'-S 


^\\l^: 


\  l'-.i  +  ^-3  !^i    h  \H  -\-  h  '^3 

^•1  :-^3  +  ^-3  !^l     ^-2  :^3  +  ^'3  f^2  I  > 
=   1   i  \  X,  a,'-  AT,  -  (X,  u.,  +  X,  u.,)  X3  1x3  N,  4-  lAi  IX,  Xf  N^  i 

=  -l  A^s  {\  V-3  -  ^-3  :^i)  (^->  'H  -  \  \h)  =  -  ^  -^^  ^'3  A'3. 


—  (^1  :^-2  +  ^2  :m)  ^-3  \H 


X      X, 


+  :^i  l'-î 


\ 
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On  vérifie  de  même  que  |  >/-  À/-  \^  \  =  —  A\  N.^  N^  et  que 
les  autres  déterminants  multipliés  par  des  puissances  de  Vj,  -j.^^  v^, 
sont  égaux  aux  produits  des  mêmes  puissances  de  A\,  N2,  JS-^, 
avec  encore  un  facteur  2  pour  les  six  derniers  :  en  définitive 

/^  :  A  =  A^,s  v.,2  -f-  N^^  v/  -^  A^^3  ,^3  _^  0  N,  N.,  N,  v,  v^  v, 

+  3  A^,  N.^  .,  Y  +  3  N.;^  X,  v,2  V3  +  3  A^,  A^/  .^  v^^  4  3  N,^  N,  v,^  .^ 

+  3  A^,  A^/  v^  v,^  +  :i  N-^-^  N,  v^^  v,  ; 

ce  dernier  polynôme  est  le  cube  de  v^  N^  -\-  •'.,  1V3  -|-  V3  N^  ou  A, 
par  conséquent  R  =^  W 

70.  L'intérêt  des  substitutions  de  puissance  ?;?  réside  dans 
le  fait  que,  si  l'on  regarde  les  formules,  non  comme  symboliques, 
mais  comme  eftectives,  elles  donnent  la  substitution  subie  par 
les  produits  des  puissances  des  indéterminées  œ^,  ...  ûhi  ou  les 
produits  mutuels  de  m  séries  de  variables  cogrédientes  (les 
substitutions  de  produits  transforment  des  produits  de  séries  de 
variables  non  cogrédientes). 

Soit  une  série  Uy,  «3,  ...  w^,  de  symboles conti-agrédients  aux  ^, 
de  sorte  que,  si  l'on  passe  des  œ  aux  X  par  une  substitution  S, 
on  passe  des  r^aux  l'  par  la  substitution  complémentaire  5',  ou. 
ce  qui  revient  au  même,  le  symbole  ï  iw  demeure  inaltéré  ;  il  en 
est  ainsi  des  puissances  de  ce  symbole  jusqu'à  la  m'"""  qui  a  un 
sens  eiîectif.  Or  (w^  J7i -j- ...)'"  Pst  une  somme  de  produits  de 
la  forme 

Kj^'  ii.f'^ ...  û?/^  .'-/^ ... 

multipliés  par  les  coefficients  polynomiaux  correspondants 

771.' 

les  indéterminées  contragrédientcs  aux  ^^',y^  ..  sont  donc  les 
quantités  analogues  Uijj.^^  multipliées  par  les  coefficients 
polynomiaux  correspondants.  Et  l'on  passe  des  u^jj^  _^  aux 
Uf , If  parla  substitution  S\„,  par  conséquent  :  si  une  série 
de  variables  à  m  indices  subit  la  substitution  -S,„  de 
puissance  m,  les  variables  contra grédie^ites  divisées  par 
les  coefpcients  ]iolynomiaux  coy^respondants  subissent  la 
substitution  puissance  m  delà  substitution  complémentaire 
de  S. 
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Le  module  de  S\,,  est 


quant  à  la  transformation  (f/,  ./^ .  ,  U/  ;  k  ...)  elle  est  de  module 


11 

31 
31 


En  particulier,  en  venu  du  iliéorèmc  d'Euler  généralisé,  sur 
les  fonctions  homogènes,  les  dérivées  partielles  d'ordre  m  d'une 
fonction  à  ii  variables  subissent  la  transformation  puissance  m 
de  la  transformation  complémentaire  de  celle  qui  aftecte  les 
variables  .r.  Cas  plus  particulier  encore  :  les  coetlicients  d'une 
forme  d'ordre  m  divisés  par  les  coetlicients  polynomiaux 
correspondants  subissent  la  puissance  77i  de  la  substitution 
complémentaire  de  la  substitution  initiale.  Et  si  la  forme  est 
binaire,  on  a  symboliquement  A^j  =--  ("/  ^  a^  -\-  ;j  j  «^  )-  etc. 

Tout  ceci  revient,  au  fond,  à  la  symbolique  de  Clebscli  et 
Aronliold  ({ui  représente  chaque  forme  par  une  puissance 
symbolique  d'une  forme  linéaire. 

71.  La  multiplication  des  déterminants,  trllo  qu'on 
la  trouve  dans  les  ti"aités  éléraeniaires. 


«12 
«32 


a 


13 


«:>.q 


a 


33 


X 


^1       ^12       f> 


b 

Kl 


13 
^33 


«11  ^11  -r  «12  ày,  4-  rtj,  h^,.    —    _ 

«21  «11   +  «2:i  ^-2  +   «23  ^h\       —       — 
«31  ^11   +  «32  ^12  -h  «33  ^13       —       — 


peut  s'appeler  une  multiplication  par  lic/nes  :  l'égalité  signifie 
que  le  déterminant  du  second  membre  est  le  produit  des  deux 
déterminants  du  premier,  et  on  peut  l'appliquer  après  avoir 
apporté,  à.  l'arrangement  des  éléments  des  trois  tableaux,  toute 
modification  qui  n'altère  pas  les  déterminants;  par  exemple,  on 
pouri^ait  composer  les  lignes  du  multiplicande  avec  les  colonnes 
du  multiplicateur,  etc. 

Cette  multiplication  par  lignes  s'étend  à  deux  matrices 
rectangulaires  ayant  le  même  nombre  de  lignes  et  colonnes; 
on  écrit 


a 


12 


a 


13 


a. 


23 


a., 


23 


X 


;^i 


^^13 

b,. 


13 
'23 


«11^11  +  «13  ^^12  -h  «13^13 
«31  ^^1  +  «32  ^12  +  «23  ^^13 


«11^21  +  «12^23  +  «13^33 
«21^21   +  «22^^23-f   «23^23 
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et  l'égalité  signifie  que  le  déterminant  du  second  nombre  est 
la  somme  des  produits  des  déterminants  homologues  extraits 
des  deux  premières  matrices.  Cette  règle  se  confond  avec  la 
précédente  si  les  deux  matrices  sont  carrées.  Elle  se  vérifie 
immédiatement  pour  l'exemple  ci-dessus  ;  elle  a  (Hé  démontrée 
en  général  par  Caucliy  et  Binet.  La  mrme  règle  ajjpliquée  à  des 
matrices  ayant  plus  de  lignes  que  de  colonnes  donne  un  second 
membre  identiquement  nul. 


«11    ^%i  II 

«13      «33 


^11       ''il 
'\l      ''il 


I    «11  '^U   4-  «21  ''l\       «12  '^n  -f  «22^^21       «n  ^11  +  «23^21 
=   '    ^u  ^-> i .  H-  «-.1  ''îî      «  12  ^12  -f-  «22  ^^22      "U  ^12  +  «23  ^ 
1    «  Il  '^1  ^  4-  «21  ^-^2!       «12  '^U  +  «22  '^n       «I:î  '^ l^  4"  «23  ^^ 


32 
23 


I) 


car  ce  second  membre  est  le  produit  des  deux  déterminants  nuls, 


«u 

«13 


«n 

«.>3 


o 
{) 


//„         0,,         0 
h,,         h,,         0 

^13  ^23  <^ 


Voici  la  démonstration  de  rauciiv  et  Pdnet(i  :  soient 

C/ll       (l\-2    ...    Ili  ,.  ''\l       ''l:'    •  •  '    ''i  '( 


",A     "ir> 


a  un 


bp  1        l>,,   >    ■    .    ■      '>pn 


l> 


n. 


deux   matrices   dont  la   multiplication    par    lignes    donne    le 
déterminant 

aiifJu-^^in'hi-r  ■'■  +(^in'>\., ^fii^>i+«i->''v+ •■• +  «!'<  V 

(ii,[''\i-r^ii,i''i2-T---  +  'ipJ>in (( p\l>p\^  aptàpi-\- ...  -^ apnbpn 

en  décom])Osant  par  colonnjos,  on  trouve  (pie  D  est  une  somme 
de  déterminants  tels  que 


"i/i,  '>ii>^  •  ■  ■  n\hi,  ''ui^, 

«;,/,,    hu,^     ■   ■   ■    "ph^,    ''php 


=    l>\  /*,    '>ih.,  •••  t'phjj 


"i  h, 


(Il  h. 


<',<>>, 


flp„, 


où  /i,,  h^,  ...  ho  sont  p  entiers  pris  de  toutes  les  façons  possibles 
parmi  les  nombres  }  k  )i  ;  et  ces  entiers  sont  distincts,  car  s'il 
V  en  avait  doux  égaux,  le  dernier  déterminant  serait  nul.  Ainsi 


(1)  D'après  Caht»,  Théorie  des  Nombres,  r.  ],  1".U4  j).  15'?. 
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h^,  ^3 ...  hp  forment  un  des  arrmigements  p  à  p  des  noml)res 
1  à  ??,  et  l'on  a 


L>     =      -    />ln^     hth.,^    ...    hpUj, 


Ou,. 


•  ((ih. 


Cph, 


(I 


;>'</> 


le  signe  sommatoire  s'étendant  à  tous  les  arrangements.  Appe- 
lons k^.  k^ ...  kp  les  nombres  h^  h,  ...  h,,  ranii»'s  par  ordre  de 
grandeur  croissante  : 


D  =  ï 


«1  /.-. 


«u, 


Clp,^ 


(h'f<p 


.  ^i/,j  A^A,  ...  bph^,  .  (—  \)\ 


V  étant  le  nombre  d'inversions  de  la  suite  hy...hp.  Dans  cette 
somme,  les  termes  })0ur  lesquels  les  k  ont  la  môme  valeur  et 
diiiérent  seulement  ])ar  l'ordre,  ont  pour  facteur  commun  un 
déterminant  que  nous  désignons  en  abrégé  par  sa  diagonale 
principale,  (r'i  ^.^  ...âpi,):  ce  facteur  se  met  en  évidence  et  se 
trouve  multiplié  par  ï  bi  /,^ ...  h^,,,^^  (—  1)'.  ce  qui  est  le  détei mi- 
nant analogue  en  0  ;  ainsi 

le  signe  sommatoire  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  p  à 
p  des  chiffres  I  à  n  ;  c.  q.  f.  d. 


72.  Comme  application,  considérons  le  polynôme 


2  (7^3  X.,  .r,   -p  '"a  'f'i 


i      t 


que  nous  écrivons  en  abrégea*-,  et  considérons  de  même  les  poly- 
nômes (coniques)  analogues  bx-,  Cx" .  Ecrivons  aussi  ax  ay  pour 

^'3  («13  ?/l  +  «23  2/2  +  «33  ^3)  ; 

alors  le  déterminant 


Clx* 

bx' 

Clx  ay 
bx  by 

ar 
b.^ 

Cx- 

Cx   Cv 

Cy' 
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est  le  produit  par  lignes  des  deux  matrices  suivantes 

'^ll  '^13  ^22  ^n  ^^23  ^^33 

^11  ^hî  ^>2-î  ^13  ^33  ^^33 

''il  ^!3  ^'12  l:<  23  33 

.Tj»  2  a;i  a?2         ■^2'  '-'  -'^1  -^'3  ~  "^3  ^-^  '^3' 

I!    //,•-  2y,  .^A  ///  2  y,//,  2^3?/:,  .73» 

c'est  donc  la  somme  des  produits  des  déterminants  tels  que 
(<^ii  ^12^22)  extraits  de  la  première  par  les  déterminants  analo- 
gues {pc^  œ^  y-i  +  oc-i  i/i  y./j  de  la  seconde,  ces  derniers  ont 
été  calculés  quelques  pages  plus  liaul  en  fonctions  des  quantités 

Ui  =  ^2  Vi  ~  ^3  i/2.  ^h  ^  -^'i  .'/i  ~  •'"!  //*■  '^i  ^  -^i  .'/.'  ~  •''-  .'/i  ' 
voici  le  résultat  : 

(«23  ^33  C:«)  ^1'    +    C«33  -^31  ^ll)  "2'    +    («U  ^1»  ^22)  « 
+    [4  («12  ^^23  <?3l)    -    i^U  ^32  ^33)]  «1  W2  W3 

—  [2  («13  ^23  ^33^  -f  («23  ^13  «^33)]  ^i'  "i    +    '2  («13  ^13  C33)   +  («^  633  C33)]  «^  l^^ 

—  [2  («33  ^13  C,l)  +  («33  ^13  Cil)]  ^Ç-  "3    +    [2  («33  f^U  Cil)  +  («33  ^13  On)]  ^h  ^3 

—  [2  (rtj,  /^i.  6-22)  +  («n  <^33  C22)]  W3-  U,    4-    [2  («1;,  ^>23  C22)  +  («33  ^^2  ^33)]  W3  î<i 

Le  déterminant  considéré  s'annule  quand  la  droite  joignant 
les  ])0ints  x  et  y  est  coupée  par  les  trois  coniques  données 
cix',  Ox'\  Cx'  en  trois  couples  d'une  involution;  ou  encore  quand 
il  existe  une  conique  /ax''^  -\-  mbx-  -\-  ncx-  qui  contient  trois 
points  de  cette  droite;  l'expression  ci-dessus  égalée  à  zéro  est 
donc  l'équation  tangentielle  de  la'  Cayleyenne  du  réseau  do 
coniques,  (i' 

73.  La  multiplication  jj(ir  lignes  doit  être  abandonnée 
quand  on  fait  le  calcul  abstrait  des  matrices.  Car  on  fait 
ce  calcul  d'abord  et  surtout  pour  étudier  algébriquement  les 
transformations  linéaires,  par  exemple 

-2    =    «21  //l    +    «i2y-.'    +    '^«232/3. 
^•:r  =    ?«31  !/l    +    "32  !/i    -|-    ^«33  y-.i' 

OU  en'  abrégé 

A- 


(1)  Cf.  G.  Salmon,  Sections  coniques,  p.  021.  Alg.  supéi,  p.  207. 
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Cette  transformation  (définissant  une  collinéation  ou  une 
corrélation,  suivant  que  les  variables  y  et  ;  sont  cogrédientes 
ou  contragrédientes)  est  complètement  déterminée  par  le  tableau 


U,y 

u,.. 

«13 

u.,, 

U;.^ 

M.,3 

^hl 

u,. 

î<33 

où  les  élémentsdemeurent  à  la  même  place.  Deux  transformations- 
ne  sont  identiques  que  si  les  uialrices  sont  égales,  élément  à 
élément.  Sans  doute  cette  transformation  a  un  module 
(déterminant),  et  celui-ci  demeure  inaltéré  si  l'on  change  par 
exemple  les  lignes  en  colonnes  ;  mais  cela  veut  dire  seulement 
que  des  transformations  (donc  des  matrices)  diflérentes  peuvent 
être  de  même  déterminant. 

L'égalité,  l'addition,  la  soustraction  des  matrices  se  faisant 
élément  à  élément,  l'addition  est  commutative  et  associative;  et 
la  seule  matrice  nulle  est  celle  qui  a  tous  ses  éh'ments  nuls. 

On  appelle  produit  de  deux  transformations  le  résultat  de 

leur  application  successive  :    par  exemple,  la  transformation 

ci-dessus 

Zi  =  ï  Uiuyk 

étant  désignée  par  l\  soit  une  autre  transformation  F, 

Vl    =    ^'U  ^1     4-    ^^2  ^'^2    4-    ^13  •'^S. 

y  i  "=  '^21  "^1  ~t~  ^""«a  ^2     r  ^23  ^i' 

2/3    =    ^m  ^I    +    ^\i  ^'.>    +    ^*33  ^3  ' 

OU  en  général 

La  transformation  produit  UV  s'exprime  par  la  relation 

2]  =  Wu  { '"il  -^J  +  ''-VI  'Cl  —  '■  ,3  •'-'a)  -f  "  1  ■  (^'21  -'''i  +  '-n  -^.i  +  ^1%  ^3)  -i- 

et  deux  analogues.  En  développant,  on  trouva 
-1  =  ("11  ^*n  +  «i-i  V-ix  +  '^13  ^'31)  -^1  +  («11  ''vi  +  "12  ^'2i  +  "u  ^-'32)  ^% 

+    («11  '<^\-i  +  «12  *^23  +  ^^13  '^■A^  ^i' 

etc.;  la  matrice  des  coefficients  de  UV, 

^11^11  +  Uy.,V..^  +  Wi.5Î?:„       Wa"l2  +  'h'?^-ll  +  ^h->P.M       '^U^'l3  +  «IJ^il?  +  «13^33 
«2l''ll  +  «  2Î"2l  +  «23^31       «2l^'l»  +  "i2'".'i  "f  ^^23*^32       '^il'^^î  +  «22^^23  +  «23^33 

«3i'-ii  4-  «33'-^2'  +  «fii'-'-n     "n'-'i  '  +  "'!-•'■-■  •  +  ''ii'"«i     "'l'-n  4"  "32^23  +  «33^31 


—  113  — 


se  déduit  dos  matrices  de  U  et  V  par  une  règle  analogue  à  la 
multiplication  ordinaire  des  déterminants,  mais  avec  cette 
modification  remarquable  que  l'on  compose  les  lignes  de  la 
première  arec  les  colonnes  de  la  seconde.    La   formule 


générale  est 


X; 


le  premier  indice  de  v  est  égal  au  second  indice  de  u.  L'élément 
commun  à  la  ligne  i  et  à  la  colonne./  de  la  matrice  produit  est 

-  Uik  Vf,, 
k 

Multiplions  encore  par  une   troisième  matrice  carrée    W  ; 
-l'élément  commun  à  la  ligne  i  et  à  la  colonne  l  du  nouveau 
produit  est 

(-  a.ii^Vhi)  iCii  +  (ï  Un.rkt)  "'>i  +  ... 

Ji  k 

-■  Ui iVii"'u  +  UiiVni'hi  +  •■•  +  UiiVi'iV-ii  +  lUrViiWu  -\-  . 

ce  qui  établit  la  propriété  associative 

{UV)  W  ^  V{V  W) 

l)0ur  la  multiplication  nouvellement  définie  (lignes  par  colonnes). 
Cette  propriété  n'appartient  pas  à  la  multiplication  par  lignes, 
l)ar  exemple  le  produit  ^Mr  lignes 


a. 


a' 


«', 


b\      b'. 


a 


a 


b\      b\^ 

I  «i  a\  -\-  a.,  a\,      n^  b\  -f-  a ,  //., 
I   h,a\  +  b':a'l      b,b\-{-blb':, 


a" 


a  pour  premier  élément  a^  a\  a'\  -j-  cl.^  a'a  a'\  -\-  a^  b\  a".^  -\- 
«3  b'2  ^"2  ;  tandis  que  le  produit  par  lignes  suivant 


a, 


b. 


a- 


a'. 


b\      b'. 


a" 


a' 


b\      b". 


a 


b\      b". 


a,  rto  !     I  ^^'1  <^"i  ~h  ('■'■>  ^'2 

b,  b^\'  \  b\a\-\-b\a\^ 


a\  b\  4-  a'  b\ 
b\  b\  -f  b\  b"\ 


a  pour  premier  élément  aya\a.'\-^  a^a'-^a''-^-^- a.ia\b'\-{- 
a^  a'2  ^"3  ;  ainsi  le  premier  éh-ment  est  distinct  dans  les  deux 
produits;  sans  doute  les  matrices  obtenues  par  les  deux  méthodes 
sont  de  même  déterminant-;  mais,  au  jjoint  de  vue  du  calcul 
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abstrait,  ce  n'est  pas  la  même  matrice.  Or  la  propriété  associa- 
tive est  importante,  notamment  pour  les  rapports  avec  la  Tiotion 
de  groupe  ;  c'est  une  nouvelle  raison  d'adopter  la  multiplication 
lignes  par  colonnes. 

Au  point  de  vue  du  calcul  abstrait,  ni  l'une  ni  l'autre  des  deux 
multiplications  n'est  commutative,  en  général,  par  exemple 

a\  +  «3  a'2      r^i  b\  -\-  a.^  b'.^ 


par 
lignes 


( 


b. 


lignes 

par 

colonnes 


a-, 

• 

a, 

b: 

• 

a, 


K 

a, 
bl 
a'., 
b', 

a. 
b\ 


a. 


b^  a\  -f  b.,  «'2 

«1  ^'\  +  '^'2  ^f'î 
a  y  b\  +  «3  b'.j^ 

a,  a\  4-  (H  b\ 
b,a\  +  b,b\ 

a\  rci  4-  a'.,  b^ 
b\a,  +  b'lb. 


b,  b\  +  b,  b' 
b,  a\  -f  b.,  a'i 
fh  à\  +  ^2  ^'3 
ai  ft'2  4-  «2  ^'3 
b,  a',  +  à,  ^^'3 
a\  rt.j  -1-  rr/3  b.j 
b\  a\  -|-  ^3"  ^'a 


les  seconds  membres  sont  chaque  fois  des  matrices  distinctes, 
bien  que  de  même  déterminant. 

Le  produit  (lignes  par  colonnes)  de  deux  matrices  carrées 
répond,  par  définition,  au  produit  des  transformations  linéaires 
correspondantes  L\  V.  La  matrice  unitaire  sera  donc  celle  qui 
multipliée,  à  droite  ou  à  gauche,  par  une  matrice  donnée,  ne  la 
modifie  pas.  La  matrice  unitaire  répond  ainsi  à  la  substitution 
identique;  ses  éléments  sont  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale 
principale  qui  sont  tous  égaux  à  1;  son  produit  par  une  autre 
matrice  est  toujours  commutatif. 

Si  A  est  une  matrice  carrée,  à  déterminant  non  nul,  il 
existe  toujours  une  matrice  réciproque,  A-  '  telle  que  AA~^  = 
A  -^  A  =  la  matrice  unitaire;  savoir  celle  qui  répond  à  la  trans- 
formation inverse  de  la  transformation  A,  puisque  le  produit  de 
deux  transformations  inverses  est  la  transformation  identique. 

La  muliipiication  (lignes  par  colonnes)  de  deux  matrices 
n'étant  pas  commutative,  il  y  a  deux  sortes  de  divisions, 
caractérisées  par  les  formules 

AX  =  B,         X  A  =  B; 

si  A  est  à  déterminant  non  nul  les  deux  opérations  sont 
toujours  possildes  et  univoques  :  elles  ont  respectivement  pour 
solutions  A-^  B  et  ^A-'.  (D 


(1)  Pour    plus    de  détails,    v.    F.   Cecloni,    Sopra    alcuue    operazioni 
algebriche  suUe  matrichi,  Pise,  1909. 
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74.  Nous  avons  dit  que  l'on  fait  le  calcul  abstrait  des 
matrices,  d'abord  pour  étudier  la  transformation  linéaire.  On 
doit  le  faire  aussi  pour  la  théorie  de  la  forme  bilinéaire. 

«ii;ï^i  Vi  +  (HiOCi  iji  +  ...  4-  ciAn  .ri  y,, 
-|-  finX'  yi  -\-  a.iiXi  y>  -\-  ...  +  n=>„  x^,  y„ 

+ .'  . 

— (—    (Inn  X)t  y,}  , 

en  abr('gé 

II; 

géométriquement,  /  =■  0  définit  une  corrélation  ou  une 
collinéation,  suivant  que  les  x  et  les  y  sont  cogrédients  (car  à 
un  point  y  répond  un  liyperplan  "^m.x^),  ou  contragrédients 
{ceci  est  un  cas  particulier  des  connexes). 

Dans  ce  dernier  cas,  on  peut  donc  déduire,  de  /  =  0,  une 
substitution  linéaire, 

*/  =  "ayi  +  aayî  -f  ...  a,„  y,, 

et  l'on  est  amené  à  définir  un  produit  symbolique  de  formes 
bilinéaires  :  soit  en  effet  une  seconde  forme 

ik 

à  laquelle  répond  la  substitution  définie  par  la  matrice  carrée 

bn     h,i  ...  hin 

le  produit  ou  application  successive  de  ces  2  substitutions  en 
donne  une  troisième,  à  laquelle  répond  la  forme  l)ilinéaire 

ij      k  ■'  ^ 

la  mulliplicatiou  des  matrices  se  fait  de  nouveau  lignes  i)ar 
-colonnes. 

Enfin  pour  pouvoir  étendre  cette  multiplication,  lignes 
par  colonnes,  de  deux  matrices  carrées,  à  des  matrices 
rectangulaires,  il  faut  et  il  suffit  que  la  première  des  deux 
matrices  ait  autant  de  colonnes  que  la  seconde  de  lignes  :  soient 


au  ,  i  =   l,-2  ...m 


B  =      !      =     b„         (h=  \,2...n 


b„i    b,,,...  h,,,.  \}  =  \r2  ...V 
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alors  le  produit  de  la  première  par  la  seconde  est 

AB  =  ^{a,jJ>f,j)         {i  =  \,2...m,    y  =  1.2...p) 

la  matrice  produit  a  autant  de  lignes  (m)  que  le  multiplicande  et 
autant  de  colonnes  [p)  que  le  multiplicateur.  Dans  l'expression 
de  AB  on  remarque  le  second  indice  de  a  égal  au  premier 
indice  de  b. 

On  peut  même  étendre  cette  multi])lication  au  cas  où  le  nombre 
de  colonnes  de  A  diftère  de  celui  des  lignes  de  5  :  il  suffit  de 
suppléer  à  l'une  des  matrices  par  des  rangées  d'éléments  nuls. 

Comme  on  l'a  vu  plus  haut,  cette  multiplication  -est 
associative. 


75.  Donnons  maintenant  quelques  exemples  de  matrices 
invariantes.  Le  plus  simple  est  fourni  par  le  discriminant  de 
la  forme  quadratique 

la  substitution  des  variables  étant 

la  transformation  des  coefficients  s'écrit  symboliquement 

^ji  =   (>-i  «1  +  !^i  «2)  O'i  «1  +  H-i  nta), 
(Xj  «1  -f  fxj  a^)  {\  «j  -I-  JJ.2  a,), 


'1? 


et  l'on  a 


^22  =  (^2  «1  -r  !^2  <^'-i)  ih  «1  +  f^2  «2)  ; 


^u    Al, 
A 12     Azi 


^i  («11  >u  +  «12  M-i)  -f-  !^i  {au  h  4-  «2-2  H-i) 

>1  («11  X2  -|-  «12  IJ-2)   -|-  !^i  («12  >■>  +  «22  JJ-Z) 

^2  («11  h  +  Û^l?  Fl)  +  H-2  («12  '^l  -f  «22  M-l) 
À2  («11  ^2  -j-  «12  H-2)  -f-  ^^2  («12  >^2  "]-  «22  l^-s) 

ceci  est  égal  au  produit  symbolique  (lignes  par  colonnes) 

>-i      h 
!^l       ."■2 

et  peut  se  mettre  encore  sous  la  forme, 

X,      X, 


«11  Xl  +  '^'12  IH        «12  Xl  -f-  «22  !J-1 
«11  X2  4"  «12  [J->        «12  X2  -j-  «22  ,"-2 


^1 

X2 


H-1 


«11        «12 
«12        «22 


comme  conséquence  très  particulière,  ()n  a  le  fait  bien  connu  que 
le  déterminant  An  An  —  ^12"  est  le  produit  de  «n  «22  —  «12'^ 
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An 
1Bn 


par  le  carré  de   (>]  i-»-,,  —  "^2  :^-i  )•    Le  point  de  vue  actuel  est 
cependant  tout  autre  :  on  considère  la  relation  symbolique  entre 

la  matrice 

ffii       an     !  ^ 
ttiî       (la 

la  matrice  transformée  et  la  matrice  des   coefficients  de  la 
substitution,  parce  que  cette  relation  pourra  s'étendre  à  des 
matrices  rectangulaires. 
Considérons  en  elfet  deux  formes  quadratiques, 

aniVi-  +  "in^iXi  Xi  -\-  an  Xi', 

en  appelant  A^^,2  A^.^,  A.i^^,B^y,2  By,,B.,.^,  les  coefficients  des 
formes  transformées,  on  trouve 

An     An 
B12     Bn  H 

Xr  «11  +  2  >i  [H  an  +  :h'  <^iiï     '1  '^2  «11  +  (^^i  ^i  +  '2  P-i)  ^12  +  !-^i  H-2  an 
h"  ^11+  2  'i  î-'-i  àn-\-  ;m-  ^^22     >i  h  fhi  -j-  (Ai  [j-î  +  h  [m)  àn-\-  \>i  1^2  ^n 

À2-  dix  -\-  2  It  1^2  an-\-  1^2'  ctn 
V"  ^^11  ~h  2  '2  \*-î  b\2 -\-  [H^  bit 

ceci  est  le  produit  (lignes  par  colonnes)  : 


«11 
^^11 


«12 
bn 


du 
bz2 


)i- 
2  ).i  [H 


/i  A, 
'^-1  l^î  -f  '■>  'M 


2  h  \}.2 


-'îiii 
(>i«i 


le  déterminant  de  cette  dernière  matrice  vaut  (/^  [j.^  —  ).j  jaj  )\ 
comme  nous  le  savons  par  un  tbéorème  antérieur. 
Soit  ensuite  une  forme  cubique, 

«111  ^1'  -f  3  «112  ^1^  072  -f  SamXyXz^  -{-  a-22ix-^, 

on  aura  symboliquement 

A\\i      An*      

Ant      A222 

(>-i  «1  +  1^1  azY  (>!«!  +  v-iaîYihai  -f  v^a^  {hai  +  !^i«2)  (^^«i  +  !^-'«2)' 

4-  Fi«2)'(>-2ai  4- 1^2«2)  (>i«i  4-  V-iaî)  (hai  -j-  v -r??)-  {h  «i  +  f^z  «2)^ 


1^1 

[^2 


>■! 
A  9 


«1  (>^iai  +  [^id'Y    «1  ^>>i«i  +  v-i'^(i)  ('-2«i  +  :'-«2)    «1  (>-2ai  +  i^ï^s)' 

«2  (hai  -\-  ^^2)=       «2  (>l«l  +  l'iai)  (>.«!  +  !J-2«2)       «2  (>^2«l  +  V-2C(^Y 


am 

«II! 


«11-2 

«12? 


«122 
«222  i 


2  ) ,  m 


h   P-2  +  ^^2  (^1 


2).2M.> 
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Pour  trois  formes  cubiques  a^^,  bx^,  c.v^,  on  a  de  même 


a 


111 
ail 


'223 
223 


1     -^111         ^U?         -'^12? 
I    -^111         -^112         ^123         ^. 
I    ^111  ^112  ^122  ^322 

(Xj  cty  +  ui  a^Y     (>i  «1  +  !^i  r/.)HÀ,  «1  +  !^.3  «3) 
{\  b^  -f  M-i  b.,Y    i\  b,  +  ^1  O^fCh  b^  +  a^  6a) 

Ql  Cl  +  M-i  C,,)^      {\  Cl  4-  ui  C2)2(X2  Cj  +  a,  C.) 

c'est  le  produit  (lignes  par  colonnes) 


«112 

^12 

«122 
^123 

«322 
^223 

<^112 

C122 

C222 

H' 


>.,^  À. 


\  >.r 


3  X,  [Ai^     u.i2  X2  -|-  2  Xj  |Aj  !J._, 


-^1  f^2''  +  2  i-«-i  1X3  A3 
1^1  [^2^ 


le  déterminant  de  cette  dernière  matrice  vaut  (À,  a^  —  Xj  rx^  )6. 
Traitons  encore  l'exemple  d'une  forme  quitiiique  aaf';  elle 
possède  deux  matrices  invariantes  analogues  à  celle  de  la  forme 
cubique  vue  plus  haut.  Pour  la  première  la  transformée  est 
symboliquement 

(>i  «1  +  J^i  «2)'  (>^i  «1 -f  î*i  «2)^(^2  «1  +  !^2  «2)     —      — 

(^1  «1  +  i-^l  «2)'(>>2  «I  +  !^2  «2)       C^  «1  +  !^1  «3)'('-2  «1  +  i^3  «2)'      —  — 

ce  qui  est  le  produit  (lignes  par  colonnes) 


X,3 


3  Xi-  ^^     2  Xj  X^  aj  +  ).i-  1^2     2  X,  X,  {X3  +  uj  X22     3  X^-^  1^3 

3X„(.2-^ 


f^i 


X 


11111 

11112 


>/ 


11112 
11123 
X  3  ) 

A,        A.] 


11132 
11222 


11232 
13222 


1222 


22232 


Mi    ^ 

2    li 


4  \^  fx, 

4  \  }X,3 


X    2  X    2 


-t 


3V>^2Î^i+V!^2  2X,2X3Î.,  +  2X,X/a,      -    - 

3  X^  X2  [Xj^  +  3  X,2  ^^   j,^         ().^2  ^^2  J^  X/  [X,^)    +  4  X,  X2  [X,  [X3     -       - 
^2(^]^  +  3>^l  :-<-l-  !-^2  2  X^   IXj  tX32  -f  2  X2  [X^^  {X3  —       — 


!^i'  !^2 


1^1     1^2 


le  déterminant  de  la  matrice  écrite  en  dernier  lieu  est  égal, 
d'après  un  résultat  antérieur,  à  (X^  u.,  —  \  u^  y. 

Pour  la  seconde  matrice  invariante,  la  transformée  est  sym- 
boliquement, 


C^  «1  +  f^i  «2)' 


(^1  «1  +  'r^i  a2'''l^'3  «1 


1^2  «3) 


(Xj  ai  +  fxj  a^YiK  «1  +  fA3  «2*      {^1  «1  +  !^i  «2)^(^2  «]  4-  !^2  ^2)* 
(Xj  tti  +  {X,  rt2)^(X2  «1  4-  fxj  a,)-    1.^1  «1  +  !^i  a-iYih  «1  +  :-^2  «2)' 

(X^  «1  4-  |Xj  «2)^r^2  «1  +  !^2  «3)'       (^1  «1  +  î^l  «3)'(^2  ^1  4-  l>i  Û2''    I 
(Xi  «1  -I-  |.l,  a2)2(X2  fli  +  H-2  «2)'       ('1  «1  -f  :^1  «2)   (^2  «1  +  f^2  «2)'    j 

(Xj  ai  +  fxi  «2)  (À2  «1  +  1^2  «2)^  (^2  «!  +  5^3  «a)*  1 
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ceci  est  le  produit  (lignes  par  colonnes),  en  écrivant  a^^  pour 
^iiiii<  etc.. 


>'l^ 

2>M^,l 

l-i' 

<2,^'       a^^  «3     «1^  a/    «i"^  «2* 

\  h 

^1  .'•'■3  H~  ^-■>  l-*! 

Ih  IH 

• 

«j-*  (7.,     rtj3  «2^    rti^  rt./    <7i  «2* 

• 

'^3' 

2  >.2  y.. 

!-/ 

«i^  a^     «l"  «2^     ^*l    <^2^           ^-2^ 

^ 

),3                      X^2  x^                               >^  x^ 

\' 

3  >.i2  0.1     2  Àj  >.,  a,  -1-  ).i-^  H-j     2  X,  >.,  u,  +  l.^  pi, 

3  À.;^  f-, 

3    >.i     IXy-             U.^-    X2    +     2    \     [Aj     [J.2            :ii     Ug^    -f-    2    X2    (J.J     {X2 

3  \  HjS 

^i^ 

Ih     \'-2                                        H  1^2 

f^/ 

les  matrices  en  À,  ;-».  qui  jfîgurent  dans  cette  expression  ont  déjà 
été  rencontrées  plus  haut. 

Ceci  se  généralise  aisément  pour  toutes  les  matrices  inva- 
riantes analogues  déduites  de  formes  binaires  de  degré  pair 
ou  impair  quelconque,  matrices  signalées  dans  notre  article 
de  l' Enseignement  mathématique,  1910.  Elles  ont  cette 
propriété  remarquable  de  se  reproduire,  multipliées  symbolique- 
ment, à  droite  et  à  gauche  par  une  matrice  carrée  contenant 
les  coefficients  de  la  transformation, 

76.  Certaines  des  matrices  invariantes  considérées  ci-dessus 
donnent  facilement  des  matrices  covariantes.  Ainsi  prenons 
une  forme  binaire  d'ordre  n  et  désignons  par  «m,  an?,  rti-22, 
am  ses  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  ;  les  trois  déter- 
minants extraits  de  la  matrice 

j|    «111      «112      aaz 

'.      Cliii        fllii         Cl^2l 

sont  des  formes  d'ordre  2(n  —  3).  Dans  le  cas  de  n  =  4,  ces 
formes  sont  quadratiques  et  définissent  chacune  un  couple  de 
points;  comme  tout  couple  de  points  du  support  est  une  combi- 
naison linéaire  de  trois  d'entre  eux,  on  n'obtient  qu'un  résultat 
banal.  Mais  déjà  pour  n  =  ô,  on  aura  la  représentation  de  trois 
quaternes  de  points,  définissant  donc  uneinvolution  du  4*^  ordre- 
et  de  rang  2.  Voici  un  quaterne  de  cette  involution 

X  IJ.  V 


lU 
112 


112 

123 


122 
222 


=  0; 


cette  relation  exprime  que  les  couples 

^  2/1'  +  2  a  ^1 2/2  +  -'  ^2'  =  0> 
«111^1'  +  2«n2?/!.V2  +  «1232/2'  =  0. 
«112  !/i'  +  2  ai22  2/1 2/2  +  «222  2/3'  =  0 
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sont  en  involution  :  or  les  deux  dernières  sont  les  couples 
polaires  des  origines  y  y  =  0,  y.,  =  0  par  rapport  à  un  terne 
polaire, 

<7iii  y^  +  3  «112  yi-  ^2  +  3  am  y  y  yr  +  «222  yi  =  0, 

d'un  point  x  (car  les  a  sont  fonctions  de  x-^^,  œ.^  )  relativement  à 
la  forme  ax^.  Ainsi  le  qua terne  considéré  est  formé  par  les 
points  -v  tels  que  leurs  ternes  polaires  aient  pour  un  de  leurs 
couples  polaires  un  couple  déterminé. 

7  7.  Reprenons  le  cas  de  deux  formes  quadratiques, 
(lixXi"  +  2rti2.ri  x^  +  «22 Xz-,      IhiXi^  -f  2^12.^1  Xi  +  h^x-t, 

résultant.     Pour    les    formes 


et    occupons-nous    de 
transformées,  il  s'('crit 


leur 


A  ">  A 

-^11         -  -^12 

Bu  2  B,, 
Au 
Bn 

symboliquement  il  est  égal  à 
ui  a.,y    2  (Al  ciy  -f  ai  a.,)  (>2  a, 


A,, 

2  A.., 
2R, 


:^3  «2) 


A., 
5.,., 


!  î 


(K  ai 

(>-3  ^1 


1^3  ChY 


{\  «1  +  ^1  a^Y    2  (>i  «1  +  [i-i  «2)  (^2  «1  +  î^2  <^h)    Oi  ^1  i-  (^2  (!i) 
(>-i  ^1  +  {-1  ^2)'     2  ().i  Z^i  +  -j-i  ^3)  ().2  èi  -f- 1^,  b,)    {l,  bi  +  H  b,) 


Il  doit  y  avoir  des  difficultés  spéciales  pour  les  matrices  à 
gradins,  car  on  ne  voit  pas  bien  de  quoi  celle-ci  pourrait  être  le 
produit  symbolique.  Toutefois  on  pourrait  essayer  d'étendre  la 
convention  de  la  multiplication  symbolique,  par  exemple  de  la 
manière  suivante  :  considérons  les  deux  matrices 


a,, 
^11 

-  '/l2 

2  b,, 

«22 

0 
0 

0 

0 

«H 

2  a„ 
2  b„ 

«22 
^32 

\^           2  \  l 

î 

)  - 
2 

0 

0 

0 

0 

0 

IH'           2  [A,  [>. 
0                 0 

0 

■3    0 

-      0 

0 

0       j 
0    X, 
0       ! 

^ 

'-1 

V- 
2 

j  Aj^  Aj 

J  +  >2f^l 
!^lf^2 

en  multipliant  la  première  moitié  horizontale  de  la  première  par 
la  première  moitié  verticale  de  l'autre,  on  obtient  la  première 


—  1^1  — 


moitié  liorizontale  de  la  matrico  transformée,  et  de  même  pour 
les  secondes  moitiés.  Seulement  il  semble  malaisé  de  tirer  d'un 
tel  symbole  des  résuhats  généraux  pour  la  puissance  du 
déterminant  (Àj  [j..^  —  /g  î^i)  qui  intervient  dans  la  transformation. 
11  est  bien  connu  d'autre  part  que  pour  cet  exemple  particulier, 
c'est  la  quairième  puissance.  Cette  symbolique  généralisée 
réussit  évidemment  pour  une  matrice  à  gradins  contenant  les 
coefficients  de  plusieurs  formes  de  même  degré 

78.  Considérons  trois  formes  bilinéaires  binaires, 

bo  xij  -L  b^  X  Ar  b,y  -\-  b.^, 
Co  ^y  +    t-i  X  -\-    C2  1/  +    C;j  ; 

rendons-les  homogènes  :  la  preKiière  s'écrira 

et  supposons  les  variables  ;r,,  x.^  cogrédientes  à  //,,  y^  î  alors  le 
premier  polynôme  se  transforme  en 

a„  (/.j  X,  +  \  X3)  (  >.,  l'i  +  >.,  \\)  +  rt,  ("/.,  Xi  -f-  ).^  A'2^  (;j.i  \\  -f  -i.,  Y^ 

+  a.,  ([Xj  Xi  +  \y,  X2)  (Ài  Tx  +  \  l\)  +  r^3  {\h  A'i  +  ^^  X^)  (a^  1^  +  1x3  l^) 

ei  les  coefficients  de  la  forme  transformée  sont 

^0  =  «0  >-r    +  «1  '1  :^i  +  «2  '1  :^a  +  ^'3  !^-i' 
Al  =  r/„  Àj  /.2  +  «1  >-i  \H  +  «2  '^-2  l'i.  +  «3  !^i  f^2 
A3  =-  f/o  >-i  >-2  +  «1  ^'2  \H  +  ^2  ^  :^-2  -f  ^<3  !^i  !^2 

A3    =    «0  >2'        4-    «1  ^>2  f^2    +    «3  ^-2  !^-2    +    «3  \H' 

on  a  des  formules  analogues  pour  les  coefficients  B,  C  et  la 
matrice 


Bc 


est    le    produit    symbolique    (lignes  par  colonnes)   des  deux 
suivantes 


^1 

A, 

A, 

^1 

B, 

B, 

c. 

C, 

Q 

«0 


^1 


a, 
b. 


a-. 


>l-^ 

A,   A, 

>1  \ 

\' 

Aj-Xi 

'1  l'2 

^•2  !^1 

'2  1^2 

^1  1^1 

\  l\ 

^•1  !^2 

h'^i 

!-r 

!^iM-2 

!-^i  1^2 

l'Y 

un  calcul  facile  (on  retranche  la  colonne  3  de  la  colonne  2,  i)uis 
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on  ajoute  la  ligne  2  à  la  ligne  3)  montre  que  le  déterminant  de 
cette  dernière  matrice  est  égal  à  (À^  ;j.,  —  ''-2  v-i  Y- 

L'évanouissement  de  la  matrice  ici  considérée  exprime  les- 
conditions  pour  que,  dans  le  domaintî  binaire,  trois  projectivités 
aient  un  couple  commun,  d^  La  matrice  dualistique 


j;i\)yW 

.X^^ 

œ'-''7/n 

.7?^-' 

^3)  y  ;5; 

^^) 

/Il 


// 


/«) 


1 
1 
1 


s"annule  (juand  trois  couples  d'éléments,  ir'^',  y'*';  i>?'^^  ?/'-^; 
d?*^\  y(3)  ne  suffisent  pas  à  déterminer  une  projectivité.  Nous  y 
reviendrons  plus  loin. 

79.  Soit  une  forme  bilinéaire  ternaire, 

rtii  ri  v/i  +  «12  J?i  y-z  +  ^is  ^1 2/3  +  an  x>  y^  +  <^i^.  ^2  yi  +  ^n  oci  ys. 
+  «yi  oci  yi  +  azi  x-i  yt  +  axiXz  y-i  ; 

où  «,/5  diffère  de  <r/^,  ;  à  tout  point  x  d'un  plan,  elle  fait  corres- 
pondre une  droite  en  coordonnées  ponctuelles  y,  dans  un  autre 
plan  ou  dans  le  même,  et  à  tout  point  y  une  droite  en  x,  mais 
il  n'y  a  pas  symétrie  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  une  coy^rélation 
entre  deux  systèmes  plans,  peut-être  superposés.  Si  un  point  x 
et  un  point  y  annulent  la  forme  bilinéaire,  chacun  est  sur  la 
droite  correspondante  de  l'autre  et  on  les  nomme  conjugués  ; 
mais  à  cause  de  l'Iiypo thèse  que  a,^  diftère  de  aj^i,  les  rôles  ne 
peuvent  être  intervertis.  Or  liuit  couples  de  points  conjugués^ 
définissent  la  corrélation  1,21,  puisqu'ils  donnent  les  rapports 
mutuels  des  coefficients  a,*,  à  moins  que  l'on  n'ait 


X 


1»)  ,/i^ 


.<»>  ..(1) 


y\     ^i  y^ 


<v;^ 


X 


1 


Vi 


"1 


X 


■^.  '  y^ 


^yf 


^?yT 


<yf     <'yf  :..^?3/? 


0 


(1)  La  chose  reste  encore  vraie  si  les  projectivités  sont  entre  éléments 
a;  et  2/  de  deux  supports  distincts,  ou  d'un  même  support  aux  origines 
différentes  ;  les  variables  ne  sont  pas  cogrédi entes  -^  soit  )..  <j..,  —  X^  a.  le 
module  de  la  substitution  des  x,  /.'^  jj.',  —  )/,  a'^  celui  de  la"^subst"itution 
des  y;  un  calcul  tout  aussi  aisé  que  celui  du  texte  montre  que  le  déterminant 
i\  M-3  ~  ^2  !-^i  )''    ®^^    ^'^^^    remplacé   par     (a^  a,  —  l^  [x^  )2  QJ^  ,j.'.,  — 

À'3  [x'i  y. 

(2)  Cf.  Encycl.  des  se.  math.  III  2.  p.  34y5. 
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Si  les  transformations  sont 


X,  =  \  X\  +  ).,  X,  4-  /3  .Y3,      y^  =  A\  Y,  +  À',  Y 

l^\  ^^'1  +  !^2  ^2  +  1^3  ^'.3.       l/>  =  !^'l  ^1  +  l'-'-j  ^' 

''1  A'i  +  V2  .Y,  +  V3  A'3,      ^3  =  v',  Y,  +  v',  Y 

la  matrice  considérée  est  le  produit  (lignes  par  colonnes)  d'une 
matrice  analogue  en  A'  et  Y,  par  la  mati 


+  ''3  ^'3. 


^ 

A\ 

>-l 

î^'l 

X,  v',                . 

''] 

a'., 

^1 

1/3 

'1       -''3 

'•1 

/'., 

\ 

!-3 

A^  V3 

-^2 
'^2 

X'j 

A, 

^^2  -^ 

^2  ^'2               • 

>-2 
>>3 

ft 

X,  v'3                . 

/,3  v'j 

h 

^■a 

^3 

ix'g 

A3  v'.^ 

^3 

^3 

^3 

!-'3 

X3         V'g 

''1  "'  1 


'1    '3 

( 


'3    '  l 
/ 

'3  ''  2 
I 

'3   '  3 


ceci  est  le  module  d'une  substitution  de  produit  :  le  lecteur 
complétera  sans  peine  les  colonnes  que  nous  n'avons  pas  écrites 
et  contrôlera,  en  appliquant  le  théorème  de  Laplace  aux  trois 
premières  lignes,  puis  aux  trois  suivantes,  que  le  déterminant 
de  cette  matrice  est  égal  à 

I  h  :^-,  ■'/  p  •  1  >.'/  !-'/  v',  1^ 

Dans  le  cas  particulier  où  les  variables  ijc  et  y  sont  cogré- 
dientes,  c'est-à-dire  les  systèmes  plans  superposés  et  rapportés 
aux  mômes  références,  ce  déterminant  devient 

1   >■/    <M   ''i  1^ 

Si  dans  la  matrice  considérée  nous  ne  mettons  que  sept  lignes, 
elle  est  de  nouveau  le  produit  (lignes  par  colonnes)  de  la  matrice 
transformée  par  la  même  matrice  carrée  en  À,  [j.,  v,  à',  -j.',  v'  ; 
son  évanouissement  exprime  les  conditions  pour  que  sept  couples 
de  points  conjugués  donnés  détermment  od^  corrélations,  etc. 

Dualistiquement,  la  matrice  des  coefficients  de  cinq  corrélations, 
multipliée  (lignes  par  colonnes)  par  la  matrice  du  déterminant 
l  fi  v-z  'U  P  1  'U  v-'i  '''i  l^  <lonne  la  matrice  des  coefficients  trans- 
formés. Elle  exprime,  quand  elle  s'annule,  que  cinq  corrélations 
ont  autant  de  couples  de  points  conjugués  communs  que  quatre 
d'entre  elles. 

Or  on  voit  facilement  que  quatre  corrélations  ont  en  général 
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un  nombre  fini  de  solutions  communes.  Ciierchons  combien  : 
nous  avons  la  relation 

^1  '«11 2/1  -f-  «12  y 2  +  «13  ^3)  +  ^2  («21  ?/i  +  ^2i  Vi  +  «21 2/3) 
-4-  ^^3  («31  ?/i  +  «32  y-i  +  «33  .VS^  =  ^>  - 

et  trois  analogues.  D'où,  pour  l'existence  d'un  système  commun 
de  valeurs  de  x^,  x.y,  x^,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes, 

«11  y\  +  «i"  y 2  +  «j:î  y.    «21  !/i  +  «22  yi  +  «23  y^    «31  yi  +  «32  //2  +  «33  y^ 

=  0; 

d'après  un  cliapiire  an  teneur,  cette  maiiice  de  douze  formes 
linéaires  en  y  s'annule  pour  six  systèmes  de  valeurs  de  i/^.  y.^,  y.^ 
Donc  quatre  corrélations  ont  généralement  six  couples  de  points 
conjugués  communs. 

Ce  résultat  est  le  même  pour  quatre  polarités;  celles-ci  sont 
caractérisées  par  la  convention  n,k=nhi\  seulement  pour 
pouvoir  parler  de  polarité  relative  à  une  conique,  réelle  ou 
idéale,  il  faut  des  variables  .r,  et  y,  cogrédientes. 

Si  cinq  polarités  ont  six  couples  de  conjugués  communs,  la 
matrice  de  leurs  coefficients  s'annule;  la  matrice  transformée 
est  le  produit  (lignes  par  colonnes)  de  la  matrice  initiale  par 
une  matrice  dont  le  déterminant  est  |  À,  i-n,  v,  |^  Dualistiquement, 
cinq  couples  de  conjugués  déterminent  une  polarité  à  moins  que 
l'on  n'ait 

il^'^f     ^S"' ?/ï' +  4' yf  •   •   •  li  =  ^>         (2:=  1,2,3,4,5); 

alors  ils  déterminent  un  faisceau  de  projectivités.  Il  faudrait 
examiner  toutefois  si  l'évanouissement  de  cette  matrice  n'exige 
pas  que  certains  des  couples  coïncident  ;  or  il  suffît  de  se  donner, 
dans  un  plan,  un  faisceau  effectif  et  général  de  coniques,  et  de 
prendre  cinq  points  x^"^  non  spécialisés  (non  aux  points  diago- 
naux du  quadrangle  des  points  de  base);  chacun  de  ces  points 
^r('>est  conjugué  d'un  certain  point  y  relativement  au  faisceau. 
Il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  étendre  ceci  à  des  formes 
bilinéaires,  à  deux  groupes  de  4  ou  n  variables. 

80.  Etablissons  ici  un  théorème  général  relatif  aux 
matrices  invariantes. 
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Dans  tous  les  exemples  pi'ccédents,  on  a  une  matrice  qui  est 
égale  à  une  matrice  formée  d'éléments  transformi's,  multipliée 
par  une  matrice  formée  de  coefficients  de  la  transformation. 
Prenons  un  déterminant  quelconque  de  la  matrice  produit,  par 
exemple,  celui  qu'on  obtient  en  choisissant  les  trois  lignes 
/,  ;',  k  et  les  colonnes  i',J',,k'  :  il  est  formé  de  sommes  de 
produits  d'éléments  pris  dans  les  lignes  i,J,  k  du  multiplicande, 
et  dans  les  colonnes  i',J\  k'  du  multiplicateur;  il  pout  donc  être 
regardé  comme  le  produit  jjar  lignes  de  deux  matrices,  et  en 
vertu  du  théorème  de  Cauchy  et  Binet,  il  vaut  une  somme  de 
produits  de  déterminants  extraits  de  la  matrice  initiale  par  des 
déterminants  ne  contenant  que. les  coefficients  de  la  transfor- 
mation. Si  donc,  pour  fixer  les  idées,  tous  les  déterminants 
à  trois  lignes  de  la  matrice  initiale  sont  nuls,  il  en  est  de 
même  de  la  transformée,  et  la  réciproque  est  vraie, parce  que 
Ton  peut  faire  la  transformation  inverse.  Si,  au  contraire,  un 
déterminant  à  3  lignes  de  la  matrice  transformée  ditlère  de 
zéro,  tous  les  déterminants  à  3  lignes  de  l'initiale  ne  peuvent 
être  nuls,  et  réciproquement.  Bref,  les  deux  matrices  sont  de 
mrme  rang. 

La  démonstration  demeure  la  même  si  c'est  la  matrice 
multiplicande  qui  contient  les  coefficients  de  la  transformation. 
Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  matrice  initiale  est 
multipliée  à  gauche  et  à  droite  :  la  multiplication  symbolique 
des  matrices  étant  associative,  faisons  d'abord  le  produit  des 
deux  premières;  chacun  des  déterminants  de  ce  produit  est 
fonction  linéaire  de  déterminants  de  la  matrice  à  transformer  ; 
puis,  par  la  seconde  multiplication,  on  obtient  des  fonctions 
linéaires  de  fonctions  hnéaires  de  ces  mêmes  déterminants. 

Ainsi  se  trouve  établi  que  toutes  les  matrices  qui  se 
transforment  par  des  multiplications  symboliques  ont  la 
propriél»'  d'invariance  au  sens  primitif,  c'est-à-dire  que,  si  une 
propriété  s'exprime  par  le  fait  que  la  matrice  considérée  a  un 
certain  rang,  la  matrice  transformée  a  le  môme  rang  :  cette 
propriété  n'est  pas  troublée  par  une  transformation  linéaire. 

La,  réciproque  reste  indécise,  notamment  pai'ce  que  nous 
n'avons  pas  découvert  de.  multiplication  symbolique  simple  pour 
les  matrices  à  gradins. 

Nous  pouvons  donc  formuler  le  tln^orème  :  Est,  invarifinte 
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toute  Diab'ice  qui,  dans  une  bunistormation  linéaire, 
se  reproduit,  multipliée  symboliquement  par  une  ou 
plusieurs  matrices  (à  droite  oit  à  gauche)  dont  les  éléments 
ne  dépetident  que  des  coefficients  de  la  tj^ansformatioti. 

81.  Voici  quelques  applications.  Dans  ce  qui  précède,' 
nous  avons  pris  uniquement  ies  formes  linéaires  et  des  formes 
bilinéaires.  Il  y  aura  lieu  ensuite  de  considérer  d'autres  formes, 
cl  l'on  verra  quelques  exem]des  dans  les  cliajjitres  ultérieurs  du 
présent  travail.  Mais  auparavant  on  peut  déjà  déduire,  des 
r(!sultats  obtenus,  des  conséquences  pour  l'espace  à  n  dimensions 
(o  pour  fixer  les  idées). 

Et  d'abord  la  méthode  bien  connue  de  Joachimstal  est 
immédiatement  applicable  :  deux  points  {œ^^  x.^,  ^Pg,  x^  )  et 
d/i'  lli-  //:h.  Ui  )  déterminent  une  droite  dont  un  point  variable 
a  pour  coordonnées  j\  -|-  À  yi  :  en  substituant  dans  des  relations 
à  quatre  variables  homogènes,  on  obtient  autant  d'équations  en 
À  dont  les  coefficients  sont  fonctions  des  x  et  des  y;  ces 
équations  ont  certaines  matrices  invariantes  qui  sont  ainsi  à 
deux  séries  de  variables  congrédientes  x  et  y,  et  si  ces  matrices 
s'annulent  pour  deux  points  .<?,?/,  d'après  leur  mode  de  formation, 
elles  s'annulent  pour  tout  point  de  la  droite  x  y.  Elles 
réprésentent,  suivant  les  cas,  des  complexes,  des  congruences 
de  droites,  des  surfaces  réi^-lées,  ou  des  ravons  en  nombre  fini. 
Ce  mode  de  représentation  des  systèmes  de  droites  nous  l'avons 
indiqué  dans  un  travail  antérieur  (ii;  il  admet  comme  cas 
particulier  le  système  de  coordonnées  pliickériennes;  nous  avons 
fait  voir,  en  invoquant  des  théories  générales  de  l'algèbre,  que 
l'on  peut  toujours  ramener  au  cas  particulier,  résultat  qui,  pour 
les  complexes,  a  déjà  été  donné  par  Clebsch.  Néanmoins  la 
représentation  à  deux  séries  de  coordonnées  sera  plus  maniable 
dans  des  cas  nombreux."  Ainsi,  pour  la  surface  du  cinquième 
ordre  ax''  de  l'espace  ordinaire,  la  substitution  Joachimstal 
donne 


(1)  L'Enseignement  mathématique,  nnv.  1910 


Ul 


et  deux  matrices  invariantes  signalées  plus  haut  donnent 


a/'         a.x^  ay        ax'^  ay"      ax- 
ax*  ay       ax"  a.y-       ax^  ay^      ax 

ay^      ax  a  y' 
ay*        ay' 

■       ax''         ax*ay      ax^  ay~ 
j    ax*  ay       ax"'  ay-      ax-  ay"' 
!'    ax'^  ay-      (ix-  a/      ax  ay^ 

ax-  ay- 
ax  ay* 

a/' 

» 

la  première  s'annule  ])Our  un  nombre  fini  de  rayons,  la  seconde 
pour  une  congruence  ;  le  calcul  de  l'ordre  et  de  la  classe  do  ces 
-congruences  a  été  fait.  (D 


82.  Un  autre   exemple  est  fourni  par  trois  couples   de 

points  dans  le  domaine  binaire;  nous  avons  indiqué  plus  haut 
les  conditions  pour  (ju'ils  cessent  de  déterminer  une  projectivité. 
C'est  bien  là  une  question  d'algèbre  exceptionnelle,  généralement 
omise  par  les  auteurs;  à  ce  titre,  nous  examinerons  d'un  peu 
plus  près  la  matrice  correspondante  et  la  congruence  de  droites 
qui  s'en  déduit. 

Soient  trois  points  d'un  supi)ort  unicursal  et  trois  points  d'un 
vautre  support  ])Ouvant  coïncider  avec  le  premier  (on  pourrait 
parler  de  rayons  ou  de  plans  de  faisceaux)  ;  les  trois  premiers 
points  auront  pour  arguments  ou  coordonnées  projectives 
à,  k',  k",  leurs  associés  l,  l',  l"  ;  et  les  trois  couples  définissent 
«ne  projectivité,  à  moins  que  l'on  n'ait 


=  U. 


Soustrayons,  des  colonnes  1,2,  respectivement  les  colonnes 
3,  4  multipliées  par  k  : 


0; 


k  l 

k 

I 

1 

Kl' 

k' 

r 

1 

k'L' 

k" 

r 

1 

0 

0 

l 

1 

[k'  —  k)  r 

//  -  /.' 

V 

1 

{k"-k)i" 

k"—  k 

l" 

1 

(1)  Cf.  L'Enseignement  math.,  1910,  où  se  trouvent  aussi  des  interpréta- 
tions géométriques  et  algébriques;  pour  les  questions  oii  figurent  des 
surfaces  réglées,  le  calcul  de  l'ordre  de  la  surface  est  fait  dans  notre 
mémoire  couronné  de  1913:  pour  les  nombres  finis  de  rayons,  le  calcul  n'a 
pas  été  fait. 


—  128  — 
le  déterminant  des  colonnes  1,  2,  4  devant  être  nul,  on  a 

(/e'  _  k)  [U"  —  k)  {r  -  r)  =  0 

et  l'une  des  parenthèses  doit  être  nulle. 

Supposons  par  exemple  k'  =  II;  le  déterminant  des  colonnes 
2,  3,  4,  donne  (/^''  —  k)  [l  —  V)  =  0,  donc  on  doit  avoir  l'une 
des  deux  alternatives 

k  =  k\         l  =  /', 

et  ceci  suffit,  car  alors  la  matrice  initiale  est  visiblement  nulle. 

Ainsi,  pour  que  trois  couples  d'éléments  cessent  <ie  déter- 
miner une  projectivité,  il  faut  et  il  suffit,  ou  bien  que  les 
trois  couples  aient  un  éL'ment  commun,  ou  bien  que  deux 
couples  coïncident,  en  sorte  qu'il  n'y  ait  plus  en  somme  que  deux 
couples  donnés. 

Ce  théorème  se  démontre  aisément  par  une  construction  r 
d'abord  on  peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  les  points 
K,  K',  K"  et  L,  L',  L"  sur  deux  supports  rectilignes  distincts: 
on  projette  alors,  d'un  centre  -S,  les  points  L,  L',  L"  sur  un 
troisième  support  issu  de  K,  aux  points  K,  M',  M";  alors  si 
K' M'  et  K"  M''  se  coupent  en  un  seul  point  0,  le  problème 
est  résolu,  même  si  le  point  O  est  sur  un  des  deux  droites. 
K  K",  KM'',  car  alors  on  a  une  projectivité  dégénérée,  mais 
unique.  Mais  si  les  droites  K'  M',  K''  M"  coïncident  ou 
si  l'une  d'elles  est  indéterminée,  il  y  a  co  projectivités  :  on- 
constate,  à  l'examen  de  la  figure,  que  ceci  arrive  quand 
K,  K',  K"  ou  L,  L',  L"  sont  confondus,  ou  quand  K'  coïncide 
avec  L'  et  K"  avec  L",  etc. 

Soient  à  présent  deux  trièdres  à  faces  associées.  Une  droite 
coupe  ces  faces  en  six  points  et,  pour  que  ces  points  définissent 
oo  projectivités,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  la 
droite  en  question  passe  par  un  des  sommets  des  trièdres,  oni 
rencontre  deux  arêtes  homologues.  Soient 

a^  =  0,        a'^  =  0,        a\^  =  0 

les  équations  des  faces  du  premier  trièdre, 

l>^  =  0,         />\.  =  0,         b\  =  u 
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celles  du  second.  Si  une  droite  joint  le  point  ,c  au  point  ?/,  elle 
perce  la  face  a  en  un  point  œ  -\-  ky  tel  que 

^x  +  ky  =  (^x  +  ^(fy  =  0. 
on  détermine  de  même  k',  k",  l,  l\  l'\  et  finalement 

-  Il     CLx   hx  ax  by  ay   bx  ay   by 

!     a'x  b'x        a'x  b\        a' y  b'x        a' y  h' y       =  0 
Il    a"xb"x       a\b"y       a"yb'\x       a"y  b"y 

représente  deux  congruences  d'ordre  1  et  classe  0  plus  trois  con- 
gruences  d'ordre  et  classe  1.  Toutefois,  si  ^  et  y  sont  dans  un 
des  plans  a,  a',  a",  b,  b',  b'',  la  matrice  s'annule  visiblement  ;  on 
a  donc  encore  six  congruences  d'ordre  0  et  classe  1,  étrangères 
au  problème  géométrique  d'où  nous  sommes  parti.  D'autre  part 
si  l'on  applique,  à  cette  dernière  matrice,  les  procédés  d'énumé- 
ration  que  nous  avons  exposés  ailleurs  (l),  on  trouve  que  la 
congruence  totale  est  d'ordre  5  et  de  classe  9,  et  ceci  peut  servir 
de  vérification. 

Cette  décomposition  en  plusieurs  congruences  très  simples 
enlève  à  la  congruence  (5,  9)  tout  intérêt  intrinsèque;  mais  la 
congruence  se  présente  comme  résultat  dans  d'autres  recherches, 
et  puis  elle  se  prête  à  des  généralisations  intéressantes. 

Tout  d'abord,  si  au  lieu  de  trois  lignes,  on  en  prend  quatre, 
on  a  un  déterminant  à  deux  séries  de  variables  x  et  y,  s'annulant 
pour  un  complexe  de  droites. 

Ce  complexe  est  le  lieu  des  rayons  qui  sont  coupés  par  deux 
quaternes  de  plans  suivant  deux  quaternes  projectifs  de  points. 

Ce  complexe  a  été  étudié  notamment  par  J.  Neuberg;  nous 
l'examinerons  en  faisant  l'hypothèse  que  les  deux  groupes  de 
plans  forment  deux  tétraèdres,  et  nous  prendrons  l'un  d'eux  (b) 
pour  tétraèdre  de  référence  : 


=  0. 


Si  œ  est  un  point  fixe,  l'équation  est  du  quatrième  degré  en  y 
et  représente  le  cône  du  complexe  de  sommet  x;  ainsi  le 
complexe  est  du  quatrième  ordre.  Il  contient,  d'après  ce  qui 


Xi  ax 

Vx  rt-v 

Xi  av 

Vldy 

x.^  a'x 

Ui  a'x 

X2  a' y 

Vi  a'y 

x^  a" A 

Ih  a"x 

x\  a" y 

y^  a"v 

x\  a"'x 

y.  a'\ 

x^  a"'y 

y^a  y 

(1,1  L'Enseignement  mathématique.  1910. 
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précède,  les  congruences  (5,  3)  obtenues  en  supprimant  une 
ligne  du  déterminant,  donc  toutes  les  droites  qui  passent  par  un 
sommet  d'un  des  tétraèdres,  et  dualistiquement  toutes  ceiles  qui 
sont  dans  une  des  huit  faces,  puis  toutes  celles  qui  rencontrent 
deux  arêtes  homologues;  ces  dernière  forment  six  congruences 
(1,  1)  et  se  correspondent  à  elles-mêmes  par  dualité. 

Du  point  fixe  co  on  peut  mener  huit  rayons  aux  sommets  des 
tétraèdres  et  six  rencontrant  deux  arêtes  homologues,  soit  un 
total  de  14  rayons  ;  en  général,  par  14  rayons  il  passe  un  cône 
du  4®  ordre  et  uin  seul,  mais  il  n'est  pas  certain  que  ce  soit  le  cas 
pour  les  14  rayons  actuels,  dont  la  distribution  est  spéciale. 

Au  lieu  d'examiner  cette  question,  nous  allons  chercher 
d'autres  rayons  sur  le  cône  du  complexe.  Soient  B  B' B"  B'"  le 
tétraèdre  de  référence,  A  A' A" A'"  l'autre  tétraèdre.  Le  cône  du 
complexe  ayant  son  sommet  en  x  est  percé  par  la  droite  B''  B'" 
(Xi  =  Xo  =  0)  en  quatre  points  dont  trois  nous  sont  connus, 
savoir  B'',  B'"  et  le  point  d'appui  du  rayon  mené  de  œ  sur  B"  B' 
et  A" A"'.  Pour  trouver  le  quatrième  point,  remplaçons  les 
coordonnées  2/1,2/2.^3-^4  P^'"  0, 0, 2/3,  t/^  et  nous  obtenons 
après  un  petit  calcul, 

.Ti  Xi  {ax  a'y  —  ctx  a'y)  2/3  ?/i  {a"x  a'" y  —  a'\-  a"y)  =-  0  ; 

cette  relation  est  satisfaite  pour  1/3  =  0  ou  y^  =  0  ce  qui  répond 
à  B'"  ou  B'\  puis  pour  cix  a'y  =  dx  ciy  ce  qui  répond  à  la  droite 
issue  de  x  et  s'appuyant  sur  B"  B'"  et  A"  A"\  enfin  pour 
a"xa"'y=  a"'xa"y  ce  qui  répond  à  la  droite  issue  de  x  et 
s'appuyant  sur  B'  B'"  et  A  A'.  Donc  le  complexe  contient  encore 
tous  les  rayons  qui  s'appuient  sur  une  arête  d'un  des  tétraèdres 
et  sur  l'arête  opposée  à  l'arête  homologue  dans  l'autre  tétraèdre. 

Ceci  se  contrôle  par  la  géométrie  :  si  l'on  a,  sur  un  rayon, 
des  points  K,  K\  K\  K'"  et  L,  L',  L",  L'"  dont  K  et  K"  sont 
confondus,  ainsi  que  L"et  L"',  on  a  une  projeciivité  (dégénérée: 
tout  point  de  la  première  ponctuelle  répond  à  L"  ^  L'"  et  tout 
point  de  la  seconde  à  A'  ^  À") 

Nous  connaissons  désormais,  sur  chaque  cône  du  complexe, 
vingt  rayons,  donc  assurément  plus  qu'il  n'en  faut  pour 
déterminer  un  cône  du  quatrième  degré.  On  rendra  leur 
arrangement  plus  facile  â  saisir  en  coupant  par  un  plan  :  on  voit 
alors  deux  quadrangles  associés  1,2,3,4  et  1',  2',  3',  4';  on 
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■doit  prendre  l'intersection  de  chaque  côté  de  l'un  avec  le  côté 
associé  de  l'autre  et  avec  le  côté  opposé  à  co  dernier  ;  aux  huit 
points  donnés  viennent  s'en  joindre  12;  ces  20  points  sont  sur 
une  même  courbe  du  quatrième  ordre. 

Si  le  sommet  x  du  cône  est  dans  le  plan  Xy^  =  0,  l'équation  du 
cône  se  décompose  en  un  plan  y^  (ce  qu'on  savait)  et  un  cône 
cubique  dont  les  points  de  percée  avec  S"  5'"  se  trouvent  comme 
plus  haut;  mais  on  constate  aisément  que  ^j  ^=  0  ni  y^  =  0  ne 
vérifient  l'équation  du  cône  cubique.  Au  reste,  dans  la  section 
plane  figurée  plus  haut,  les  droites  2'  3',  3'  4',  4'  2'  par  exemple 
se  confondent  :  outre  cette  droite  qui  contient  neuf  des  vingt 
points,  on  a  une  courbe  cubique  passant  par  les  onze  points 
restants.  Par  suite  on  peut  énoncer  ce  résultat  :  si  trois  rayons 
d'un  faisceau  sont  associés  aux  couples  de  côtés  opposés  d'un 
quadrangle  complet,  ils  les  coupent  en  six  points  d'une  cubique 
passant  par  les  sommets  du  faisceau  et  du  quadrangle. 

83.  Si  dans  le  problème  précédent,  on  considère,  non  pas 
quatre,  mais  cinq  couples  de  plans,  on  a  une  matrice  à  4  colonnes 
•et  5  lignes  représentant  la  congruence  lieu  des  droites  qui  sont 
coupées  par  deux  groupes  de  5  plans  suivant  des  groupes  do 
points  projectifs.  Les  droites  des  dix  plans  n'en  font  plus  toutes 
partie;  et  cette  congruence,  commune  à  deux  complexes  du 
4^  ordre,  d'où  il  faut  défalquer  une  congruence  (5,  9)  est  donc 
d'ordre  11  et  de  classe  7. 

S'il  y  a  6  couples  de  plans,  on  a  une  matrice  à  4  colonnes  et 
6  lignes  représentant  une  surface  réglée,  lieu  des  droites  coupées 
par  deux  groupes  de  6  plans  en  des  groupes  projectifs  de  points; 
le  calcul  de  l'ordre  de  cette  surface  ne  peut  trouver  place  ici. 
S'il  y  a  7  couples  de  plans,  on  n'a  plus  que  la  représentation 
d'un  nombre  fini  de  rayons. 

Comme  exemple  de  généralisation,  on  peut  citer  la  matrice 

'Il  ax  hx  Cx      ax  hx  Cy      ax  hy  Cx      CCy  bx  Cx      ax  by  Cy      ay  bx  Cy      ay  by  Cx      ay  by  Cy 

où  des  homographies  du  troisième  ordre  et  de  second  rang 
remplacent  les  homographies  quadratiques  ou  projectivités  des 
pages  ci-dessus. 


CHAPITRE  VIII. 

Systèmes  doublement  et  triplement 

infinis  de  courbes  planes 

et  de  surfaces. 

84.  Le  premier  objet  de  ce  chapitre  (D  est  une  question? 
d'invariantologie  de  quatre  coniques  d'un  même  plan,  et, 
malgré  l'apparence  géométrique,  le  problème  traité  est  de 
l'algèbre  pure. 

Le  nombre  considérable  et  discordant  de  formes  invariantes 
trouvé  pour  trois  coniques  n'est  pas  bien  engageant  pour 
passer  à  quatre  courbes.  D'ailleurs  la  connaissance  d'invariants- 
pour  un  système  de  formes  n'a  pas,  en  soi,  tant  d'intérêt;, 
il  en  est  autrement  quand  on  interprète  analytiquement  ou 
géométriquement  l'annulation  d'un  invariant,  c'est-à-dire  quand 
on  examine  quelle  exception  au  système  le  plus  général  constitue 
l'évanouissement  d'une  forme  invariante  7,  ou  encore  quelle 
limitation  la  relation  7  =  0  apporte  à  la  variabilité  des  4  séries 
de  6  coefficients  homogènes  des  coniques. 

Au  lieu  de  s'occuper  des  invariants  7,  on  peut  se  proposer, 
comme  recherche  parallèle  ou  préalable,  l'étude  des  systèmes^ 
exceptionnels,  soit  que  l'on  trouve  ultérieurement,  ou  non,  les 
invariants  correspondants. 

Or,  une  situation  exceptionnelle  est  celle  où  les  quatre 
coniques  passent  par  un  même  point,  mais  elle  implique  deux 
conditions,  et  l'on  doit  s'attendre  à  en  trouver  de  plus  simples. 

Voici  une  façon  de  découvrir  des  exceptions  au  système  de 
quatre  coniques  :  on  résout  un  certain  problème  pour  le  système- 
le  plus  général  et  l'on  examine  dans  quelles  circonstances  la 
solution  tombe  en  défaut. 


(1)  Nous  avons  publié  une  partie  de  ce  chapitre  dans  les  Bull   Acad. 
Belgique,  avril  1919. 
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Les  polynômes  considérés  pourraient  être  à  plus  de  deux 
•variables  indépendantes  et  d'un  degré  quelconque;  si,  pour 
•commencer,  nous  nous  renfermons  dans  un  champ  restreint, 
■c'est  que  la  question  présente,  à  notre  avis,  assez  de  difficulté  et 
de  nouveauté  pour  justifier  un  examen. 

Voici  cette  question  :  si  l'on  a  un  système  linéaire  de 
oo3  courbes  planes,  et  qu'on  prenne  un  point  arbitraire  du  plan, 
il  passe,  par  ce  point,  un  réseau  de  ces  courbes  ;  il  y  a  exception 
seulement  quand  le  point  choisi  appartient  à  toutes  les  courbes 
du  système.  Mais  en  prenant  deux  points,  on  détermine  un 
faisceau  et  les  auteurs  (i)  ne  font  pas  assez  observer  que  le  fait 
peut  présenter  des  exceptions. 

Par  exemple  les  cercles  d'un  système  linéaire  de  oc^  coniques 
forment  un  faisceau,  mais  ceci  est  vrai  seulement  dans  le  cas 
général,  car  il  suffit  de  se  donner  un  réseau  de  cercles  et  d'y 
adjoindre  une  quatrième  conique  pour  réaliser  une  exception. 

Ainsi  le  problème  posé  est  le  suivant  :  dans  un  système 
linéaire  triplement  infini  de  courbes  planes,  quand  deux 
jjoints  cessent-ils  de  définir  u?i  faisceau  j^our  définir  un 
7^éseau? 

On  verra,  par  l'exemple  des  coniques,  que  ces  couples  de 
poijits  neutres  sont  en  nombre  simplement  infini;  leur 
ensemble  est  une  courbe  ou  un  système  de  lignes;  et  c'est  donc 
le  lieu  des  couples  de  points  de  base  des  réseaux  du  système.  (2) 

En  étudiant  ce  lieu,  nous  donnerons  une  représentation 
canonique  nouvelle  des  systèmes  de  oo^  coniques,  et  une 
classification  des  dégénérescences,  avec  les  formes  invariantes 
correspondantes;  nous  préciserons  aussi  la  question  de  la  réalité 
des  éléments  et  les  liens  de  cette  théorie  avec  les  transformations 
Cremona  biquadratiques  et  avec  la  surface  de  Sieiner.  Nous 
aurons  besoin  des  coniques  dégénérées  du  système;  leur  étude  a 
été  faite  déjà,  mais  encore  une  fois  dans  le  cas  général;  par 
contre,  les  auteurs  qui  ont  exposé  le  problème  correspondant 
pour  la  surface  de  Steineront  vu  les  exceptions;  toutefois,  il  y 
a  lieu  de  préciser  un  de  leurs  résultats.  Nous  compléterons  ce 


(1)  Cf.  Encyc.  des  se  math.  III,  18,  no  39. 

(2)  Le  problème  est  résolu  (Cf.  E.  Pascal,  Repertorium,  2e  édit.  p.  338 
•et  341)  mais  ce  sont  les  exceptions  qu'il  faut  obtenir. 
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cliapitre  par  quelques  développements  analogues  relatifs  aux: 
réseaux  de  coniques,  etc. 

85.  Cherclions    d'abord    les    coniques    dégénérées    du- 

système  oo^.  Toute  droite  u  fait  partie  d'une  telle  courbe  dégé- 
nérée, car  trois  points  de  w  déterminent  une  conique  du  système  ; 
la  droite  v  qui  complète  la  courbe  dégénérée  répond  à  u  dans- 
une  transformation  évidemment  unidéterminative  et  réversible. 

Le  fait  quecette  transformation  est  généralement  biquadratique- 
est  connu.  L'étude  des  systèmes  de  coniques  se  fait  d'habitude' 
par  la  considération  des  coniques  conjuguées  (i)  ;  or  un  système 
linéaire  oc^  est  conjugué  à  un  faisceau  tangentiel  ;  les  couples 
de  droites  du  premier  sont  les  couples  de  droites  conjuguées  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  tangentiel  (2),  et  l'oa 
applique  le  corrélatif  du  théorème  connu  :  les  couples  de  points 
conjugués  pour  un  faisceau  ponctuel  se  correspondent  dans  une 
transformation  Cremona.  C.  Servais  (3)  ayant  discuté  tous  les- 
cas  particuliers  de  ce  théorème,  on  a  une  voie  tout  indiquée- 
pour  traiter  le  problème  d'une  manière  complète. 

Pourtant  nous  ne  passerons  pas  par  le  faisceau  tangentiel 
conjugué  :  nous  résoudrons  le  problème  au  moyen  des  équations 
les  plus  générales,  quitte  à  particulariser  ensuite  pour  avoir  les- 
exceptions. 

Il  s'agit  en  somme  de  considérer  l'identité. 

(1)  a  nx-   +   'i  hx-   +   Y  Cx^  -f-   0  dx-  = 

{U^  X^  4-  M,  X.,  +  u.^  x^)  {v^  x^  -f  v.i  x.^  4-  v^  x^) 

et  il  est  superflu  de  mettre  un  coefficient  de  proportionnalité  au 
second  membre  :  on  le  suppose  incorporé  aux  coefficients  u.  De 
là,  si  l'on  désigne  par  an  x^  -\-  2  a^  Xi  xi  -\- 
loppée  du  symbole  nx'-,  etc.,  les  six  relations 

a  «11  +       ?^^ii  +  Y  Cil  4-       5(^11  ■ 

2  a  rti2  +  2  ;B  bn  +  2  Y  Ci2  4-  2  o  d^i  ■ 

(.)\    I      "■  «22  -T-      S  hn  4-  Y  C->2  -h      '^  (^ti 

^-'^    )  2  a  rtia  4-  2  :^  ?yj3  +  2  Y  Ci3  +  2  S  d^.^  ■ 

2  a  rt..,  4-  2  p  h.;  +  2  Y  C23  4-  2  5  c/2o 

a  «33    +        1^  ^33    +        Y  <^"33    +        '^  d-.Q 


Xi  -\-  .. 

. .  la  forme  déve- 

tions 

Vi  Ui 

=  0; 

Vi  Ui   - 

-    V2  Ui 

-  0, 

-    V-zUi 

=  0, 

Vi  Uz 

—   Vi  Ui, 

=  0, 

-    f2  W3    —    V-s  Ui 

=  0,. 

—    V3  Uz 

=  0. 

(1)  Encyc.  des  se.  math.  III,  18, 11°  37  et  suiv. 

(2)  Ibid.  no  39. 

(3)  Mathesis,  1887,  p.  129/34  et  187/90. 


«11 

^^11 

Cn 

dn 

—  Ui 

2  an 

2^12 

2cn 

2chi 

—  U2 

—  Wi 

an 

bti 

c-n 

chi 

—  Uï 

2  au 

2  bu 

2cu 

2  rfi3 

—  Uz 

—  Ul 

2  «23 

2h3 

2Ci3 

2  rf.3 

—  u-i 

-Ul 

«XJ 

à,, 

C33 

(^33 

—  u-è 
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La  symétrie  en  u  et  v  montre  que  la  transformation  est 
réversible;  ces  équations  donnent  les  rapports  mutuels  de  a,  p, 
Y,  5,  Vu  ^2>  ^3,  mais  les  trois  derniers  nous  intéressent  seuls,  et, 
comme  nous  l'avons  prévu,  Vi,  v-i,  Vz  sont  proportionnels  à  des 
fonctions  quadratiques  de  Uy,  U2,  uz- 

Mais  les  équations  (2)  ne  donnent  plus  les  rapports  mutuels, 
de  a,  p,  'f,  0,  Vi,  Vz,  V3  si  la  matrice  suivante  est  nulle, 


(3) 


En  supprimant  l'une  ou  l'autre  des  trois  dernières  colon- 
nes, on  voit  sans  peine  que  cette  matrice  s'annule  pour  trois 
systèmes  de  valeurs  des  rapports  Wi  :  m-?  :  u^  en  général  :  la 
transformation  Cremona  fait  correspondre  à  la  droite  v  un 
faisceau  tanueniiel  à  trois  tanerentes  fixes  communes,  et  une 
variable  avec  v. 

Ainsi  nous  avons  retrouvé  la  solution  connue  du  prablè'me  des 
coniques  dégénérées,  mais  pour  le  cas  général  ;  il  reste  à  analyser 
les  exceptions.  Car,  nous  venons  de  voir,  pour  la  transformation 
Cremona,  des  droites  exceptionnelles  au  nombre  de  trois,  au 
moins,  mais  qui  peuvent  être  confondues. 

Seulement,  si  la  dernière  matrice  ne  représente  que  trois 
droites,  peut-être  confondues,  celles-ci  apparaissent  comme  trois 
des  tangentes  communes  à  deux  courbes  de  seconde  classe;  la 
tangente  commune  à  défalquer  est  réelle  si  les  équations  ax'^,... 
sont  à  coefficients  réels,  donc  une  des  trois  droites  au  moins  est 
réelle.  Si  la  matrice  représente  plus  de  trois  droites,  elle  en 
représente  une  infinité  comprenant  un  faisceau  du  second  ou  du 
l)remicr  ordre;  mais  les  deux  courbes  de  seconde  classe  ne 
peuvent  avoir  toutes  leurs  tangentes  communes  imaginaires, 
puisqu'il  y  en  a  au  moins  une  réelle  à  défalquer;  et  si  parmi 
les  droites  annulant  la  matrice,  il  y  a  un  faisceau  du  premier 
ordre,  il  est  à  sommet  réel,  car  sinon  le  faisceau  à  sommet 
imaginaire  conjugué  satisfait  aussi,  ce  qui  ramène  au  cas  du 
faisceau  du  second  ordre. 

Bref,  il  y   a  au   moins   une   droite   exceptionnelle   réelle  ; 
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■désigQons-la  par  u;  il  lui  répond  au  moins  un  faisceau  de 
droites  v  réelles,  car  les  équations  donnant  les  v  sont  linéaires. 
Or,  si  dans  le  système  oo^,  il  y  a  un  faisceau  dégénéré  en 
une  droite  u  et  un  faisceau  de  droites  v,  adjoignons  une  courbe 
du  système  étrangère  à  ce  faisceau  ;  nous  formons  un  réseau  à 
deux  points  de  base,  savoir  les  points  où  u  rencontre  la  nouvelle 
conique.  Réciproquement,  si  un  réseau  de  courbes  du  système  a 
deux  points  de  base  réels,  imaginaires  ou  confondus,  par  un 
point  arbitraire  de  la  droite  réelle  u  qui  les  porte  (tangente 
commune  si  les  points  sont  confondus)  on  peut  mener  un  faisceau 
■de  courbes  du  réseau,  et  ce  faisceau  se  décompose  en  la  droite  u 
plus  un  faisceau  de  droites  v.  La  discussion  ultérieure  portera 
surtout  sur"  le  fait  que  le  sommet  du  faisceau  v  peut  être 
extérieur  à  la  droite  u  ou  situé  sur  u.  Mais  on  peut  déjà  affirmer 
ceci  :  la  droite  joignant  un  couple  de  points  neutres  est  une 
droite  exceptionnelle  de  la  transformation  Cremona;  donc  le 
lieu  A  des  points  neutres,  s'il  est  vraiment  une  infinité  simple 
de  points,  se  décompose  en  lignes  droites. 

86.  Si  le  sommet  du  f;iisceau  v  est  en  dehors  de  la  droite  w, 
on  peut  prendre  pour  deux  coniques  définissant  le  système,  la 
droite  u  combinée  avec  deux  droites  v,  ou  en  faisant  une 
transformation  de  coordonnées,  les  deux  courbes  dégénérées 
-a?!  x-i  ■=  0,  .^1  .r,  =  0.  Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  prendre 
^^■-  =  0  et  x^x,  -=  0. 

P  Examinons  la  première  alternative  :  les  quatre  coniques 
définissant  le  système  sont  ramenées,  après  soustraction,  à 

(     ax-  ^  Xi  Xi  ,  bx-  ^  Xi  Xi, 

(4)  }      Cx-    ^   Ci   Xl^   +   0-2  Xr    -\-   C3   Xi  .'Cy    -f-   Cj    Xs^ , 

I    ax-  =  di  x^  -j-  di  xz-  -j-  (^3  oGî  x^  -\-  d\  xr  ; 

les  deux  dernières  déterminent  un  faisceau  dont  un  élément  au 
moins  a  une  équation  telle  que 

(5)  fxi^  -{-  g  X:Xi  -\-  hx-  =0, 

et  ceci  représente  deux  droites  par  le  sommet  x^x^;  si  elles 
sont  réelles  et  distinctes,  prenons-les  comme  nouveaux  côtés 
x^.  x^  de  référence;  les  deux  coniques  ax^,  bx'  déterminent  un 
faisceau  qui  peut  tout  aussi  bien  être  défini  par  les  nouvelles 
formules    Xy  x^,  x^  x^  ;     la    troisième    s'écrit    x.2  x^  ;      après 
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soustraction,  le  système  est  défini  par  ces  quatre  expressions, 

(6)  Xi  CC.2,      iv^  x^,      X,  x.^.      c?i  x^-  +  A.,  x.£  +  (^3  r./, 

c'est-à-dire  par  une  conique  d  et  par  un  réseau  de  coniques 
ayant  pour  points  de  base  les  trois  sommets  d'un  triangle 
autoconjugué  pour  cette  conique  d. 

Les  lijpothèses  où  un  ou  deux  des  coefficients  d  s'évanouissent 
ne  doivent  pas  être  exclues  quand  on  fait  la  classification  des 
systèmes  oo^  ;  alors  il  y  a  un  ou  deux  points  de  base  ;  mais  il 
■n'y  a  pas  lieu  de  considérer  ces  hypothèses  pour  le  problème  ici 
traité,  lequel  est  alors  immédiatement  résolu.  Toutefois,  nous 
traiterons  à  part  plus  loin  la  question  des  réseaux  à  trois  points 
de  base  dans  les  systèmes  à  un  point  de  base. 

Le  cas  des  formules  (0),  évidemment  réalisable,  est  en  somme 
le  cas  général,  car  si  les  droites  fx.-^-  +  gx.^  x.^  -\-  hx./  =  0 
sont  imaginaires  conjuguées,  on  peut  les  prendre  pour  côtés 
d'un  triangle  de  référence,  donc  faire  une  substitution 
imaginaire;  alors  le  triangle  autoconjugué  a  un  sommet  réel  et 
deux  imaginaires.  Mais  comme  nous  cherchons  à  opérer  dans 
le  domaine  réel,  nous  traiterons  ce  cas  en  prenant  deux 
nouveaux  côtés  réels  x^,  x^  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  droites  imaginaires,  et  nous  aurons 

(7)  iT,  c.,,      x^  x^,      x.^'  -{-  mx./,      x^  -\-  nx.2  x^  -\-  px^-  ; 

nous  supposons  m  positif;  nous  avons  pu  diviser  par  le 
coefficient  de  x^-  dans  la  troisième  expression,  car  il  n'est  pas 
nul;  et  par  celui  de.^-  dans  la  dernière,  car  â'il  était  nul,  le 
système  aurait  un  point  de  base.  Il  est  permis  de  réunir  les 
formules  (6)  et  (7)  en  admettant  pour  m  des  valeurs  positives  et 
négatives,  nous  séparons  néanmoins  à  cause  de  la  symétrie  et 
simplicité  des  formules  (6). 

Enfin  si  les  deux  droites  fx.,- -\- gx^x^-\- hx^-  sont 
confondues,  on  les  prend  comme  côté  X2  et  l'on  se  trouve  dans 
l'hypothèse  m  ==  0  (ou  encore,  sauf  le  nom  des  variables,  on 
•est  ramené  à  la  deuxième  des  alternatives  à  examiner). 

2"  Occupons-nous  donc  du  système  ^ 

ax^  ^  Xi^  ,  bx"-  =  Xi  x.^. 


dx"^  =  d^  x^  x^  +  ^i  ^2^  +  ^^i  Xj.  ^i  +  di  X.. 


2  . 
i     » 
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dereclief  les  deux  derniers  polynômes  définissent  un  faisceaiî 
dont  un  élément  au  moins  a  la  forme  fx^  -\-  gx.^  x^  -\-  hx^- 1 
il  se  compose  de  deux  droites  réelles,  imaginaires  ou  confondues;-, 
par  rapport  à  ce  couple,  le  rajon  x.^  a  un  conjugué  harmonique 
toujours  réel,  et  distinct  de  x.^  si  h  n'est  pas  nul  ;  on  prend  c& 
conjugué  pour  côté  x^,  et  l'on  peut  diviser  par  le  coefficient  de 
x.f  dans  la  troisième  expression  ;  d'où,  après  soustraction,  le 
système 

(8)  ^Tj-,         x^  x.^,        mx.^  -f-  ^3*> 

tZi     t/yj     i^lo  I  iX.y    SCsi  ""^  (Xi    Oucf    *Z/Q, 

Si  h  est  nul  et  g  non  nul,  on  peut  prendre  tx.^-\- gx^  pour 
nouveau  côté  x^,  ce  qui  donne 

mais  ceci,  sauf  le  nom  des  variables,  est  le  cas  particulier  du 
système  (7)  pour  m  =  0. 

Enfin  si  A  et  ^  sont  nuls,  on  a 

(  1/)  ^i    5  \  •-*-''/*  *^î>''>  ^1  *X/i  ifjo    '~\       069  JU^  \X/o       ]       CL-i  JC.)   ^ 

où  l'on  peut  supposer  d^  non  nul,  sinon  les  coniques  du  système 
ont  un  point  commun  x^  x.^  et  y  touchent  une  même  droite. 

87.  Examinons  les  coniques  dégénérées  dans  les  systèmes 
réduits  (6),  (7),  (8),  (9).  Le  premier  donne 

a  XyX,,  +  P  ^1  ^i  +  '(  ^2  -^3  ~)~  "'  ^^i  ^i'  +  ^2  ^2^  +  '^s  '^3')   ^  ^x  tX 

la  transformation  Cremona  est  une  inversion.  Le  lieu  A  des 
couples  de  points  neutres  du  système  se  compose  des  trois 
côtés  du  triangle  de  référence,  seules  droites  exceptionnelles  de 
la  transformation;  deux  points  neutres  associés  sont  toujours 
sur  le  même  côté  du  triangle.  (.V 

Pour  avoir  les  couples  de   points   neutres   sur  une  droite 


(1)  Le  triangle  est  paifois  désigné  sous  le  nom  de  triangle  c/ior-doZ  de 
quatre  coniques.  11  y  a  même  des  résultats  plus  généraux  obtenus  par 
Caporuli  (Cf.  Berzolari,  in  E.  Pascal.  Repert.  2*  éd.  t.  2,  p.  340j  mais  les 
auteurs  ne  semblent  pas  avoir  songé  à  des  exceptions,  car  (Bersolari, 
ibid.  p.  276)  on  ne  fait  d'autre  restriction  aux  courbes  définissant  uni 
système  que  d'être  linéairement  indépendantes. 
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exceptionnelle,  il  faut  chercher  ses  intersections  avec  les 
coniques  du  système;  faisons  par  exemple  Oi\  =  0  dans  l'équation 
du  système  (6),  nous  obtenons 

0^  ,V]  œ.j  -\-  0  ((Z,  x^^  -\-  d,  Xf)  =  0  ; 

c'est  une  involution  dont  deux  éléments  sont,  le  couple  de 
sommets  du  triangle  de  référence,  et  les  intersections  du  côté 
œ.^  avec  la  conique  d^".  L'équation  précédente  a  deux  racines 
égales,  si  a-  =  4  Ô2  c?,  d.,,  ce  qui  exige,  pour  la  réalité,  que 
d^,  d^,  soient  de  même  signe.  Comme  le  triangle  est  réel,  si 
dx'-  est  à  coefficients  réels  et  sans  points  réels,  d^,  d.2,  d^  sont  de 
même  signe,  et  il  y  a  si.v  réseaux  réels  à  deux  points  de  base 
confondus  ;  sinon  il  n'y  en  a  que  deux. 

Une  droite  quelconque  coupe  les  côtés  du  triangle  en  trois> 
points;  les  associés  de  ces  trois  points  sont  aussi  alignés,  car 
ils  sont  sur  la  conique  du  système  qui  contient  la  droite  donnée. 

La  transformation  Cremona  a  quatre  droites  coïncidant 
avec  leurs  transformées,  savoir 


Z^i  :  u^  :  u^  =  l  (/|  :  +  \/d.j  :  +  (,/c/; 


3- 


résultat  connu  dans  le  cas  général  (et  alors  on  peut  définir  le 
système  au  moyen  de  ces  4  droites  doubles).  Elles  sont  réelles  si 
la  conique  dx"  est  sans  point  réel,  sinon  elles  sont  imaginaires 
conjuguées  deux  à  deux.  Elles  coupent  les  côtés  du  triangle  de 
référence  aux  points  doubles  des  involutions. 

88.  Prenons  le  système  (7)  avec  les  hypothèses  w^  ^  0  : 
l'identité 

0  (a?i'^  -f  n  x.^  x-i  -\-  p  x.^^)  =  Ux  Vx 
donne 

^1  ^]   =  ^»  ^h  ^'2  =  T'  '^j  '-^3  4"   '^h  ^'.'   =  ^  ^^ 

?/.,  Vy  =  y  m  -\-  cp 

et  par  suite  les  relations, 

(   —  n  Mj  Vi  -\-     u.^  i\i     -f-  u.,  v^  =  0, 

j     —   p  Mj  Vi    —    W  W2  V^   -\-    U^Vj    ^   0 
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qui  définissent  la  transformation  Cremona  ;  les  droites  excep- 
tionnelles annulent  la  matrice 

ij    —  n  u^  u.^  u.^    . 

Il    —  p  Ui       —  ?n  u.^-      M3       '   • 

ceci  exige,  ou  bien  u^=^u.^ -[- mu^- =  0:  ou  bien  7nnu.^-\- 
pu^  ^pw^  —  WW3  =  0,  d'où  w,  =  M3  =  0,  car  le  déterminant 
mn-  -{-2^'  ^st  positif,  puisque  m  ^  0  et  w,  p  réels.  Donc  on  a 
bien  wi  irnangle  à  deux  côtés  imagmah^es  conjugués,  si 
m  est  positif. 

Sur  la  droite  u^  =  u^  =  0  ou  x.y,  =  0,  seule  droite  exception- 
nelle réelle,  on  a  l'involution 

Y  {x^  -\-  m  œ^')  -f-  "■>  ^3  {'''i  ^2  ~hp  ^3)  ^  0 

•dont  les  éléments  doubles  s'obtiennent  en  écrivant 

0-2  n^  —  4  Y  (y  m  +  0  2;)  =  0 

et  ils  sont  réels  si  m  est  positif,  parce  que  les  coefficients  de 
■0-  et  Y"  sont  alors  de  signes  contraires. 
Les  droites  doubles  sont  données  par 

Ui^  =  0,       u^-  =  Y,       2u.^u.^  =  on,       u.^  =  -[m  -\-  oj9, 

d'où  l'équation  en  w^  :  u-^, 

—  mnuf  —  2  pu^  u^  -j-  nu.^-  =  0  ; 

elle  a  deux  racines  réelles  si  m  est  positif,  l'une  positive  et 
l'autre  négative  ;  d'autre  part,  on  a  nu^-  =  2  w,  u^,  d'où 

n  \  u^ 

donc  deux  valeurs  de  u^  :u^  sont  réelles  et  deux  imaginaires. 
Ainsi  il  y  a  quatre  droites  doubles  dont  deux  réelles. 

On  voit  sans  peine  que  dans  les  deux  cas  généraux  (6),  (7)  il 
n'y  a  qu'un  réseau  à  trois  points  de  base. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  énoncer  les  modifications  apportées 
aux  derniers  résultats  par  l'hypothèse  m  =  0;  notons  seulement 
que  deux  des  quatre  droites  doubles  coïncident  et  qu'il  est  alors 
impossible  de  représenter  le  système  oc^  par  celles  de  ses 
coniques  qui  dégénèrent  en  droites  doubles.  Au  surplus,  ce  cas 
de  w  =  0  se  confond,  comme  on  va  le  voir,  avec  le  premier  des 
cas  suivants. 
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89.  Passons  aux  formules  (8);  elles  donnent 

a  â?!^  +   p  ^1  iTa  +  Y  {mx-i-  +  .-573°) 
+  0  (d/j  Xi  x.^  -\-  d.^  x^  -\-  cl^x.^x^)  =  ICx  V.x  ; 

en  égalant  terme  à  terme,  il  est  superflu  d'écrire  les  relations 
contenant  a  et  ,3,  car  elles  sont  toujours  vérifiées  par  des  choix 
convenables  de  a,  j3  qui  ne  paraissent  qu'une  fois;  donc  on 
peut  se  restreindre  à 

11^  v^  =  Y  m  +  0  di,       îis  V3  =  Y,       Ui  l'g  4-  M3 1?!  =  '^  (h, 

^3  ^3  ~\~  '^h  ^2,  "^  "'  ^h  » 

des  deux  premières  on  déduit,  en  éliminant  y> 

W2  V.2,  —  m  %  fg  =  0  d.^  ; 

avec  les  deux  dernières,  ceci  fournit  les  rapports  mutuels  de 
Dy,  v-i,  V3, 0,  à  moins  que  l'on  n'ait 


=  0; 


ceci  exige,  ou  bien  W3  =  0  avec  Wj  (d^  u^  —  d^u^)  =  0;  ou  bien 
W3  d.2  —  u^d-^^  u^  d.,  -{-  mii^  d^  =  0,  ce  qui  représente  la  seule 
droite  Wg  =  M3  =  0,  à  moins  que  d^-  -\-  md.^-  ne  soit  nul  et  alors 
les  coniques  données  passent  par  un  au  moins  des  points  Xy  =  0, 
i^3  =  +  i^a  X/  m  et  nous  avons  exclu  ce  cas. 

Les  droites  exceptionnelles  de  la  transformation 
Cremona  sont  ici  rédiiites  à  deux,  savoir  u^  ==u^  =  0  et 
163  =  ^3^1  —  d^  u.^  =  0.  La  transformation  même  s'exprime 
par 

Vi  :  v.^  :  V3  =  [z«^  (^<3  rf,  —  u.^  d.^)  -[-  d^  (m./  +  mu.^^]  : 
Ui  {ù.^  di  -f-  mu^  d.^)  :  u^  {u.^  d^  —  ii.^  rfg) 

Si  d^  n'est  pas  nul,  ceci  est,  à  une  transformation  linéaire 
près,  une  semi  inversion  trilinéaire  ;  si  d^  est  nul,  c'est  une 
quasi  i?iversion  (i),  car  les  polynômes  du  second  membre, 
interprétés  en  coordonnées  ponctuelles  représentent  trois  coniques 
ayant  un  contact  bi-  ou  triponctuel. 

Sur  la  droite  exceptionnelle  x^  =-  0  (ou  u.^  =  M3  =  0),  seule 


M3 

• 

u. 

d, 

• 

W3 

U.2 

ck 

• 

u. 

—  mu-i 

d, 

(1)  C  Servais,  loc  cil. 
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droite  exceptionnelle  quand  d^  est  nul,  l'involution  des  points 
neutres  est 

Y  {m  œ.f  4-  ^3^)  +  0  ^-2  {d.  x.^  +  d^  œ^'  =  0  ; 

les  points  doubles  sont  donnés  par 

4  Y-  m  +  4  Y  ^>  d,  —  0-  rf.j-  =  0  ; 

les  réseaux  correspondant  aux  racines  y  :  '^  de  cette  équation 
sont  réels,  imaginaires  ou  confondus  suivant  que  md^-  ■\-  df  est 
positif,  négatif  ou  nul  ;  toutefois  si  d^  =  0,  les  racines  sont 
toujours  réelles  et  l'une  est  y  =  0,  les  points  doubles  sont  alors 
^1^^2  =  0  et  x^  =  x-^  =  0. 

La  seconde  droite  exceptionnelle  u.^  =  0,  d.^  u^  —  d^  2/^  =  0, 
distincte  de  la  première  seulement  si  d^  diffère  le  zéro,  a  pour 
équation  ponctuelle  x^  dj  -\- x.^d-^^^O;  on  en  tire  x.^  en  fonction 
de  Xi  et,  en  remplaçant  dans  l'équation  du  système,  on  n'obtient 
que  des  termes  en  x^-  et  x^-  ;  donc  la  seconde  droite  exception- 
nelle porte  une  involution  dont  les  points  doubles  sont  le  point 
Xi  X.2  et  le  point  de  rencontre  de  la  droite  exceptionnelle  avec 
le  côté  x^.  Par  suite  le  système  n'a  qu'un  réseau  à  trois  points 
de  base  dont  deux  confondus  au  sommet  Xj^  Xo. 

La  seconde  droite  exceptionnelle  correspond  à  un  faisceau  de 
droites  v  que  l'on  trouve  en  faisant  la  substitution  de  p  d^,  p  d^, 
0  à  Ui,  M3.  W3  dans  les  relations  du  début  de  ce  paragraphe;  ceci 
donne 

P  d-i  v,^  -=  Y  m  +  0  d,^,    0  =  Y,     P'h  ^3  =  '^  di,     p  d,  r^  =  0  d.^, 

ou  simplement  p  d^  r.^  =0  d.^,  p  v-^  =  '"  ;  le  sommet  de  ce  faisceau 
a  pour  équation 

di  '^3  —  ds  v.^  =  0; 

il  ne  se  trouve  pas  sur  la  droite  exceptionnelle,  car  on  devrait 
avoir  0  —  d^  d^  =  0.  Donc,  dans  le  cas  où  d.^  n'est  pas  nul,  le 
système  ici  considéré  aurait  pu  être  étudié  au  paragraphe 
précédent  et,  comme  nous  l'avons  dit,  il  se  confond  avec  le 
système  (7)  dans  l'hypotlièse  m  =  0. 

Pour  avoir  les  coniques  du  système  (8)  qui  se  réduisent  à  des 
droites  doubles,  nous  devons  considérer  les  relations 

2lc^u.^  =  0  rfj,  2  w,  M.j  =  0  d^i,  u,'  —  7n  Uf   ==  od.^', 
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«lies  sont  vérifiées  pour  u^  =  W3  =  0  ;  et  en  outre  pour 

^3  u./  —  2  d.^  u.y  u.^  —  m  d.^  u.^~  =  0 
((c?3  diffère  de  0)  d'où 

u,  :  Mo  =     ^  ~   — '-—- 

■  d; 

puis 

U]^  :  Uo,  =  r/]  :  c/3. 

c'est-à-dire  pour  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  jamais 
confondues  puisque  df  -{-  m  d^-  n'est  pas  nul.  En  tout  donc  trois 
droites  doubles. 

Et  si  ^3  =  0,  on  a,  ou  bien  u.^  =  0  et  par  suite  u,  =  0  ; 
ou  bien  u.^  =  0,  mu.^-  ==  0  (i^,  2  Wj  Wg  =  0  d-^,  d'où  m^  =  0, 
mz«3  d-^  -j-  2  ^<,  rf,  ==  0;  en  tout  seulement  deux  droites  doubles 
et  elles  sont  réelles. 

90.  Considérons  enfin  les  formules  (9);  elles  donnent 
successivement 

a  Xy-  +  3  x^  x.^  +  Y  X^'  +  "'  (di  Xi  x-^  +  do  x.y^  x.^  +  d^  X.^)  =  Ux  Vx, 
Ui  v^  -\-  u^Vi  =  0  dj,        W2  V3  -(-  W3 1*2  =^  ^  d.2,        u-i  v.^  =  ô  cfg  ; 

ces  relations  sont  satisfaites,  d'abord  pour  u^  =  v-^  =  0  =  0,  et 
alors  l'équation  du  système,  réduite  à  ses  trois  premiers  termes, 
représente  le  réseau  des  couples  de  droites  issues  du  sommet 
a?!  «72.  Donc  on  doit  supposer  u^  non  nul  et  l'on  aura  succes- 
sivement 

-y,  =  0  6^3  :  Wg, 
u^  (0  ^3  :  M3)  -{-  W3  Vy  =  0  d^,         Vi  =  0  {d^  u,  —  rfg  Wj)  :  W3', 
w^  (-î  (i.j  :  u^)  -\-  M3  y.2  ~  5  d.,,         z?^  —  $  (d_,  1^3  —  d^  u^)  :  ic^^, 

et  finalement 

Vj  :  V2  :  V3  =  (rfj  M3  —  d^  u^)  :  {d.,  u^  —  c/3  Mj)  '•  d^  W3  ; 

ceci  est  une  transformation  linéaire  en  coordonnées  tangen- 
tielles  ;  entre  deux  droites  correspondantes  Ux  ^  u^x^-\- 
Uo,  X2,  +  M3  ^3  et  Vx  ^  (dj  M3  —  fc?3  Ml)  a?!  -f-  ((ij  W3  —  C^3  M^)  ^2 
+  rfg  M3  iCg,  on  a  une  relation  très  simple,  car  ^3  Ma;  —  Vœ  =  0 
est  une  équation  privée  du  terme  en  x^,  et  d.^  Ux  -\-  vx  ^^  0  est 
une  droite  fixe  d^  x^  -j-  d.,  x.^  -\-  2  t/3  x-^  =  Q;  ainsi  notre  trans- 
formation est  une  homologie  harmonique  où  x^  x^  est  le 


(E) 
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centre,  et  la  droite  fixe  rf,  œ-i  -f-  c?2  ^x-g  +  2  d^  œ^  est  l'axe. 
Quant  aux  droites  pouvant  porter  des  points  neutres  ou  appar- 
tenir à  un  faisceau  de  coniques  dégénérées,  elles  passent  par 
le  centre  d'iiomologie,  car  les  relations  m,  v^  -f-  u^  v,  =  o  d,, 
Wg  Vg  +  ^^3  v.^  =  0  dg,  W3  îjg  =  ô  (^3  ne  sont  indéterminées  en 
^*i  :  172  :  v^  que  si  teg  =  0. 

L'involution  de  points  tieuires  sur  chaque  droite  issue  de 
iTj  a?2  a  ses  points  doubles  au  centre  et  sur  l'axe  d'iiomologie. 

Pour  avoir  les  droites  doubles,  il  faut  écrire  2  w,  u.^  =-  5  c?u 
2  Wg  Wg  =  0  d^,  u.j"  =  0  d.^,  ce  qui  exige,  ou  bien  u^  =  0.  ou  bien 
Ui  :  W2  :  U3  =  dj  :  do  :  2  d^  :  ainsi  les  droites  doubles  sont  l'axe 
d'iiomologie  et  les  rayons  issus  du  centre  d'iiomologie. 

91.  En  résumé,  les  formules  (8)  dans  le  cas  de  d^  non  nul, 
puis  de  ^3  nul,  et  les  formules  (9)  constituent  trois  exceptions 

B,  E,  E"  au  système  de  quatre  coniques  d'un  plan  ;  la  première 
peut  aussi  se  représenter  par  les  expressions  (7)  où  Ion  fait 
m  =  0.  Rappelons  les  formules  réduites, 

Xy  x^,    x^  x^,  x.^,  xc  +  nx.^  x.^  +  px^^, 


X 


/,      x^  x.^,    mx.,^  -f  ^3-,     di  x^  Xs  -f  c?3  ^2'  +  0^3  ^2  ^3. 


(F)       a7iS      œ^x,,     mx,^  +  x^"^,  diX^x.^  +  d.^a:^'', 

(£")      Xy^,      x^Xi,  .r/-  d^XyX^  4- d2^2-^i  +  d^x^^ 

Ces  formules  ne  sont  pas  les  plus  simples  possibles.  Ainsi  le 
système  (E),  sous  sa  première  forme,  gagne  en  simplicité  si 
l'on  déplace  le  côté  x^  ;  pour  rendre  en  outre  cette  première 
forme  analogue  à  la  seconde  et  à  des  résultats  connus» 
remplaçons  x^,  x.^,  x^  par  x^_,  x^,  x^  —  {nx^  :  2p);  il  vient 

0^2'  +  ^^-i(-2?3  -?^-^i)  +^(^3  ~27^V   ' 

dans  la  dernière  expression,  les  termes  en  x^  x^  se  détruisent 
et,  si  l'on  soustrait  encore  la  jiremière  de  la  seconde  et  la. 
troisième  de  la  quatrième,  on  aboutit  à 

{E)  x^  X,,      X2  œs,      x^^      x^  4-  'px.^  ; 

on  peut  même,  en  affectant  les  coordonnées  de  facteurs; 
convenables,  remplacer  cette  dernière  par  x.£  +  x^-,  mais  alors 
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on   ne   se   préoccupe   pas    de    la    distinction    du    réel    et    de- 
l'imaginaire. 

De    même    dans  [E')    on    remplace    x^.x.,.x-^    par    x^^x.^^ 
[md^  Xii  2d.,)  —  x^.  ce  qui  donne 

'nid. 


xX/-\    y  \Z/\  tX  .>,  fttxJj.y'       I       l    o     7      t/  1  iX  •>  y   > 


I 


2d,  ^ 


ou  encore 

•zd,  113    1       -    ^ 

en  soustrayant  la  première,  multipliée  ])ar  des  facteurs 
convenables,  de  la  troisième  et  de  la  quairième,  puis  la  dernière, 
multipliée  par  (m  :  d.,^  )  de  la  troisième,  on  aboutit  à 

92.  Pour  vérifier  certains   résultats  précédents,  exprimons 
qu'un  point  x  a  même  conjugué  y  pour  les  quatre  coniques 

dx'^  Uno^^  Cx' 1  dx'  '' 

Clx  ay    =   0,  hx  by    =   0,  Cx  Cy    =    0,  dx  dy    =^   0 

d'où  en  éliminant  les  y, 

ij    (ixcii       hxhi       CxCi       dxdi    ii  =  0        (ê=  1,2,3); 

le  premier  membre  est  la  ïnairice  jacobienne  (voir  Cmq 
Eludes)  des  quatres  polynômes  donnés.  Elle  s'annule  en  général 
pour  six  points  x  et,  à  cause  de  la  symétrie  des  formules,  on  a 
donc  trois  couples  de  points  x,  y  répondant  à  la  question.  Ce 
sont  les  points  doubles  des  involutions  de  points  neutres,  car 
soient  D,  U  les  points  doubles  d'une  telle  involution  :  il  y  a 
un  réseau  de  coniques  du  système  touchant  en  D  la  droite  DD'  ; 
les  points  D  et  D'  sont  conjugués  pour  toutes  les  courbes  de  ce 
réseau  et  aussi  pour  une  conique  non  dégénérée  du  système 
tangente  à  DU  en  />'.  La  réciproque  résulte  du  fait  qu'il  y  a  en 
général  le  même  nombre  de  points  conjugués  et  de  points 
doubles. 

lu 
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Voici  maintenant  le  calcul  effectué  pour  les  systèmes  excep- 
tionnels E,  E',  E",  les  deux  premiers  sous  la  forme  réduite  du 
:paragraphe  précédent  : 


(t') 


Xo 

0 

2x, 

0 

a-, 

•X^Q 

0 

2x., 

0 

tX/^ 

0 

2px^ 

=  0 


se  vérifie  pour  .r^  -=^-  .r.,  =  0,  pour  x.^  =  x,  =  0  et  pour  x,_  =  0 
avec  XrT  =  px-/,  donc  il  y  a  quatre  points  conjugués. 


(£') 

2x, 
0 
0 

X,         0         px.^ 
x'i         0         2.073 
0        2x,       px^ 

s'annule  seulement  pour 

a?!  =  57,  =  0  et  x^^  x^=^Ç)  :  deux 

points  conjugués, 

(£") 

:  2  a-, 

0 

t) 

X, 

x^ 
0 

0                     d^  J7^ 
0  '  (il  cT,  +  (^-^î  -^2 

-  ^3  '^3 

s'annule  pour  d^  x^  -f  ^3  ^^j  +  ^c^^  *'3  =  0  ou  pour  ^^  =  x^ 
on  a  wwe  droite  de  points  plus  un  point  isolé. 


0; 


93.  Le  problème  faisant  l'objet  du  présent  chapitre  peut  être 
examiné  à  un  nouveau  point  de  vue.  Exprimons  algébriquement 
que  les  points  x  et  y  déterminent,  non  pas  un  faisceau  mais  un 
réseau  de  courbes  du  système  oo^  :  les  deux  relations 

a  ax-"  +  ?  hx-  +  T  ox-  +  0  dx-  =  0, 

a  ar    +   ?  by-  -h  Y  ci-    +  0  dy^    =  0 

ne  permettent  donc  pas  de  calculer  deux  des  paramètres  a,  [î,  y, 
0  en  fonctions  des  deux  autres,  donc 


ax- 

ay- 


hx'' 

by" 


Cx- 
Cy'' 


dx^ 
dy- 


=   0. 


Or  ceci  exprime  que  les  relations, 

X^  :  A',  :  X3  :  X^  =  dx-  '.  bx"  '.  Cx'  '.  dx' 

donnent  un  même  système  de  valeurs  aux  rapports  mutuels  des 
X  pour  deux  systèmes  distincts  Xy,  x.^,  x^  et  y^,  y.^,  y.^  des 
l)aramètres.  Et  ces  dernières  relations  sont  les  équations  para- 
métriques d'une  surface  I,  dans  l'espace  oii  X-^.  A',,  X3,  X^  sont 
coordonnées  ponctuelles  homogènes,  en  prenant  pour  paramètres 


f 
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les  rapports  mutuels  de  a:,,  ^^2,^73  ;  ainsi  notre  formule  donne 
les  points  doubles  de  la  surface  -.  Il  est  bien  connu  que  celle-ci 
est  une  surface  de  Steiner,  généralement  du  quatrième  ordre  à 
trois  droites  doubles  concourantes;  ces  droites  doubles  répondent 
aux  trois  droites  de  ^jofn^5  neutres  dans  le  plan.  De  plus  les 
formules  réduites  du  cas  2:énéral 

X,  :  X.  :  A-,  :  A',  = 

x^  x,^  :  a'i  x-^  :  x.,  x.^  :  {d,  x^-  -\-  d.  .r./  -j-  rf^  x.J^) 

donnent  facilement  l'équation  de  la  surface  (et  ont  été  utilisées 
■déjà  pour  cet  objet)  : 

d,  X;-  A,2  +  d,  X;-  X^  -f  d.,  X./  X,=  =  X,  X,  X,  X,. 

Aux  droites  du  pian  des  x  répondent  des  coniques  sur  l";  aux 
coniques  du  plan  des  x,  des  courbes  64  sur  ï;  aux  coniques  du 
système  oo^,  des  sections  planes  de  i^;  aux  coniques  dégénérées 
de  ce  système,  des  sections  tangentes;  aux  coniques  réduites  à 
des  droites  doubles,  des  sections  touchant  ï  suivant  une  conique. 

Faisons  les  calculs  pour  les  exceptions  E,  E\  E"  en  commen- 
çant par  E'\  la  plus  facile;  on  a 

A',  :  A^  :  A'^  :  X,  = 
x^'  :  XiX.^:  x.f  :  (c/j  Xy  x.^  -|-  d^  x^  x.^  +  d.^  x^), 

d'où  X^-  =  X,  A'3  et  la  surface  de  Steiner  dégénère  en  un  cône 
double. 

Pour  jFnous  prendrons  les  formules  (8)  parce  qu'il  suffit  d'y 
faire  d^  =  0  pour  avoir  ensuite  K\  nous  aurons 

P  A'i  =  .r,^       p  X,  =  X,  x„       p  A^  -  mx^-  +  x.^, 
P  A\  =  ri,  .r,  .r.,  ~  d^  Xf  +  d.^  x,  x^  ; 

'd'où  successivement 


AV  (^  A'.^N      . 

x,^  =  P  ^.        .r/  =  p  [X,  -  m  — ), 


.Y,-  A'., 

p  Z^  =  di  X,  37,  +  rf.  p  ^  +  d-i^-^'Ci  <Vi, 

p(x,  -  d/^)  --  .x,x,[d,-\-d,^y^ 
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en  calculant  ainsi,  de  deux  manières  x^  x^-,  on  obtient 

,  ^^^\-  I  ^V\   /  ,  ,  X, 

ou  encore 

(A\  X,  -  d,  X,^y-  =  (d,  X,  +  d,  X,Y  (X,  X,  -  m  AV)  ; 

telle  est  l'équation  de  la  surface  B;  pour  avoir  la  projection,  sur 
le  plan  X^,  d'une  section  plane  quelconque,  remplaçons  A"3  par 
À  X^  +  1-^  '^'2  +  ~'  ^i  '■ 

(A,  A,  -  d,  X.ry  =^ 
,     {d,X,  +  ^3  A,)n>AV  +  l^X.X,  +  vA,  A,  -  mX,n 

et  pour  avoir  cette  équation  en  coordonnées  cartésiennes  rem- 
plaçons A',,  A2,  A4  par  ?/.  X,  ^x-^^î/-^-{  : 

(p)  («  ^y  +  5  //^  +  Y  i/  -  d,  x'Y  =-- 

Dans  le  cas  de  d.^  non  nul,  la  surface  E  a  une  arête  cuspidale 
suivant  A,  X,  et  une  arête  nodale  suivant  la  seconde  intersection 

de 

d,  Al  +  ^3  A2  =  0,      Al  A,  —  d,  Xf  =  0, 

savoir  / 

d,  A,  +  dg  A,  =  0,      d,  d,  A,  +  d.,  X^  =  0, 

et  cette  seconde  droite  coïncide  avec  la  première  dans  le  cas  de 
f/j  =-=0  ou  de  l'exception  E'. 
Dans  ce  dernier  cas,  l'équation  (p)  a  la  forme 

i-(y-d.,x--)-  +  2^xy{yy-  d,x-) 
-\-  My^  -\-  Nx^y-  -\~  P  xy^  -j-  Qy'  =  0 

et  la  courbe  représentée  possède  à  l'origine  un  point  osc?îodal^ 
c'est-à-dire  un  rebroussement  où  deux  branches  de  courbe  sont 
osculatrices  (i).  En  particulier  les  plans  tangents  à  cette  surface 
E'  contiennent  des  couples  de  coniques  osculatrices  sur  la  droite 
cuspidale. 

Voici  un  autre  moyen  de  voir  que  la  courbe  (p)  possède  à 
l'origine  deux  branches,  simplement  tangentes  quand  d^  n'est 


(1)  G.  Salmo?t.  Courbes  planes,  p.  306. 
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pas  nul  et  osculatrices  dans  le  cas  contraire.  Choisissons  x  pour 
infiniment  petit  principal  :  l'équation  (p)  j  fait  correspondre 
quatre  valeurs  de  y  dont  deux  sont  des  infiniment  petits  du 
second  ordre,  et  les  autres  supposées  finies,  ce  qui  peut  être 
réalisé  par  un  choix  convenable  de  l'axe  des  y.  Des  six  différences 
mutuelles  de  ces  valeurs  de  y,  cinq  sont  finies  et  une  infiniment 
petite;  leur  produit  est  donc  aussi  infiniment  petit  et  récipro- 
quement, selon  que  ce  produit  est  infiniment  petit  du  second  ou 
du  troisième  ordre,  il  en  est  de  même  de  la  différence  des  deux 
valeurs  de  y.  Or  le  carré  du  produit  des  différences  est  le  discri- 
minant, et  nous  devons  constater  dans  quel  cas  il  est  du 
quatrième  ou  du  sixième  ordre  infinitésimal. 

En  écrivant  l'équation  (p)  sous  la  forme  abrégée  Ay*  -\- 
^'f  +  Cy'  -\-Dy  ^  E=0,  les  coefficients  A,  B,  C  sont  finis, 
D  est  du  second  ordre  et  7:;^ du  quatrième;  le  discriminant  est, 
au  signe  près, 


AA 

SB 

■zc 

D 

B 

2C 

3D 

4  E 

AA 

3B 

2C 

D 

B 

2C 

3D 

AE 

A  A 

SB 

2C 

D 

B 

2C 

SD 

AE 

développons  par  le  théorème  de  Laplace,  d'abord  pour  les  deux 
premières  lignes,  puis  pour  les  deux  suivantes,  et  ne  prenons 
chaque  fois  que  le  terme  d'ordre  infinitésimal  le  moins  élevé  ; 
nous  trouvons  ce  résultat  du  quatrième  ordre, 

{^AC  —  3  B-)  [(—  4  C-)  iS  C£  —  3  D-)  —  [- 2  CD)  (  -  2  CD)] 

—  (  -  2  BC)  [(—  2  BC)  (8  CE  —  S  D~)  —  (—  BD)  (-  2  CD)]  =- 

—  ie){ACE  —  D"){AAC^  —  B^C). 

Or,  si  dans  l'équation  {p)  on  fait  d^  ==  0,  les  termes  d'ordre 
le  moins  élevé  de  C,  D,  E  se  réduisent  à  y^,  —  2  y  d-^  x^,  d^-  ■<^'* 
et  le  terme  du  quatrième  ordre  infinitésimal  de  4  CE  —  D" 
disparait  ;  le  discriminant  n'a  plus  alors  de  terme  du  quatrième 
ordre,  mais  seulement  du  sixième. 


94.  La  méthode  emi)loyée  ci-dessus  pour  étudier  le  système 

03'  de  coniques  ne  diffère  pas  essentiellement  du  procédé  connu 

utilisant  les  coniques  conjuguées,  S  nj  m  w/,  des  coniques 
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données  ax-,ba;^,Cx",  dœ-.  En  effet,   ces  coniques  conjuguées- 
son  t  définies  par  la  relation 

5tll  rtu    +    2  aj2  <^fl2    +    «22  «2-2 

+    2  ^13  «13   -|-    2  a23  «23   +    «23  «33   =^    0 

et  par  trois  analogues, 

"'^  -/    h     =^  0        2l  a    r  =  0        ï  a    r?  •  ^  0 

"^l]^!]     ''''  ~       IJ^IJ  ^>  ll"tj  ^• 

Les  quatre  coniques  données  étant  indépendantes  entre  elles, 
la  matrice  des  coefficients  des  relations  ci-dessus  en  c^ij  n'est  pas 
nulle  ;  soit,  pour  fixer  les  idées,  le  déterminant  des  quatre 
premières  colonnes  non  nul;  alors  on  peut  exprimer  «j^,  ai., 
«22,  «13  en  fonctions  de  a^s,  ass;  puis  en  substituant  dans 
-  'Mj  Ui  U),  on  a  un  faisceau  tangentiel  de  coniques,  faisceau 
dont  deux  éléments  se  trouvent  respectivement  en  faisant 
723  =  0  et  cit33  =  0  dans  l'équation  du  faisceau  ou  dans  les 
équations  qui  v  conduisent.  Donc  les  quatre  tangentes  communes 
à  ce  faisceau  tangentiel  annulent  la  matrice 


M  = 


rtll  «12  «22  «13  «23  «33 

&11  ^12  ^22  ^13  ^-^23  ^33 

Cil  Cl  2  C22  C'i3  Cn  C33 

f/ii  c?i2  d'-zî  d\z  dz3  d'il 


Ml-'        Ui  U-2         11^        U\  Uz       U-i  Ui         Ur 

Or,  si  cette  matrice  est  nulle,  on  a  la  relation 

ur  =  A  On  +  [J-  ^11  +  ■■'  Cn  -\-  ~  du 

et  cinq  analogues,  d'où  en  multipliant  par  x^-,  2œ^œ^,œ/,  ..^ 
on  trouve 

(ux)-  =  X  ax"  +  [A  bx'  +  V  cx-  -\-  T.  dx~  ; 

donc  étudier  les  tangentes  communes  au  faisceau  conjugué 
revient  à  étudier  les  coniques  du  système  oo^  qui  se  réduisent  à 
des  droites  doubles  {uxY'  Ceci  est  un  exemple  d'un  théorème 
dont  l'hypothèse  et  la  thèse  consistent  à  lire  une  matrice  M 
respectivement  dans  le  sens  des  lignes  ou  dans  le  sens  des 
colonnes. 

95.  Cela  étant  appelons  A>le  déterminant,  affecté  d'un  signe 
convenable,  extrait  de  la  matrice  M  par  suppression  de  la 
dernière  ligne  et  des  colonnes  i,  j.  Nous  avons  fait  l'hypothèse- 
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que  Z)53  diffère  deO.  Et  nous  pouvons  écrire  le  faisceau  tangen- 
tiel  de  coniques  conjuguées, 


((n 
bu 
Cil 

ur 


ou  encore 

wr  (D13-} 


dit 


an 

b-2Z 

Cn 
dn 
ur 


a\i 
bi2 

dvi 

Ul  M:; 


«23    +  À  «33 

à23  '4-  ''-  *33 

Cn  ~  ^^  C33 

f^23   +  ^^^33 

U2  U-i   -j-  '^  ^*3' 


0 


par 

m,  n,  p,  q. 

par 

m',  7i\  p\  q\ 

par 

r\ 

X  Di- )  +  Ul  Ul  (D,6  +  X  D,5)  +  Ur  {D^i  +  a  D,5) 

4-    lii  Uj  (D40  +  X  As)    +    U2  U3  Aô   +    À  Z<3- A.6    "==    0. 

Le  discriminant  est  cubique  en  X.  Dans  les  systèmes 
exceptionnels  B,  E' ,  E\  on  a  respectivement  deux  des  droites 
doubles  confondues,  les  quatre  confondues  deux  à  deux,  ou  trois 
confondues.  Donc,  dans  le  cas  E,  le  discriminant  a  une  racine 
double,  dans  le  cas  J5"  une  racine  triple  ;  dans  le  cas  E'  les 
coniques  ont  un  double  contact. 

Représentons  en  abrégé 

A5,  1^25,  Au,  As 

■DiG,  Ae,  As,  Ae 
et  D:,o 

le  discriminant  du  faisceau  langentiel  précédent  devient 

2  (m'  +  X  m)  11!  -\-  \n        <]!  -\-  X  q 

ri   -\-  X  n        2  '  jj'  -j-  X  p)  r 

q'  -j-  X  q  r  2  X  r 

ou  développé  et  divisé  par  2, 

X3  [(4  mp  —  n-)  r  —  pq-] 

-\~  )2  i;(4  mp'  -\-  4  ?n'p  -{7  nq  —  2  nJi')  r  —  q-  p'  —  2  pqq'] 

-\-  X  [—  mr-  -{-  {nq'  +  n'q  -{-  4  m'p'  —  n'-)  r  —  pq-  —  2 p'qq'] 

-\-  (—  vt'r-  -\-  n'qj^  —  p'q''^). 

Si  ce  dernier  polynôme  s'écrit 

a  X3  +  b  l"  4-  c  X  -i-  fi, 

il  a  une  racine  double  quand  son  discriminant  est  nul  ;  or,  ce 
discriminant  est 

I     3a        2b  c 

.  _  I      6  2  c  3d 

3  a  2  b  c 

b  2  c        3d 
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ou  développé 

3(18  abcd  —  A  IP  d  —  4  rtc^  —  27  «-  d^  -f  b-  c^). 

II  faut  remplacer  a',  h,  c,  d  par  leurs  valeurs,  puis  examiner 
le  rôle  spécial  de  r  =  D-^^,  car  le  calcul  ayant  été  fait  dans 
l'hypothèse  de  r  non  nul,  si  le  discriminant  o  contient  le 
facteur  r,  il  faut  le  diviser  par  r.  Or,  c'est  précisément  le  cas, 
car  le  discriminant  o  s'évanouit  chaque  fois  que  le  polynôme  A 
en  X  a  un  facteur  carré:  et,  dans  l'hypothèse  r  =  0,  A  se  réduit 

D'ailleurs,  dans  o  le  terme  indépendant  de  r  est 

54  (^-pq"-)  (-  gy  -  2pqq')  (-  V^l"  -"^P'IQ')  (- P'Q") 
.  12  (_  g)3  (qp'  +  2pq'f  {-p'q")  -  1^  i-  P^)  i-  l'f  iPQ'  +  -P^' 
—  81  p^-p-q'q'  -f  3  q~q'-  iqp'  +  ^pq'f  {pr/  +  2 />'{/)-  ; 

en  divisant  par  3  q-  q'\  le  quoiient  est 

npp'qq'  {2pq'4-p'q)  {pq'-\-2p'q)  4-  {2pq'-{-p'qY  {pq'  +  2p'qf' 
-  4  p'q  '2  pq  -r  p'qf   -  ^  pq'  {pq  ^  2  pqf  —  27  p'p'-'q^q" 


ou  encore 

(2;)-3ç'-3  A--opp'qq'  ^2  p'^-q'-)  (2  p^î'"-  -4-  23  pp'ç^?'  +  2  f'q'') 
-32py'qq''  -  48  py^^"  "  2i  pp'^q'q    -  4  p\7^ 
_4p4g-.  _  2-ïp'pqq'^  -  4Sp'p'-q-q"  —  'S'i  p p"q'q' 

—  27  p^p'-'q-q'-  ; 

les  lermes  posiuls  sont 

4p.,^'4  _|_  Afyp'p'qq"  +       A p'p'-q-q'' 

-h  lOp'p'qq"  4-  115;}^p"^$Y^  +  10  pp'^q'q' 

4-       4  p^p'-q'q'-  -r  46  pp'^r/V/  -f  4  p'^g^ 

•et  se  détruisent  avec  les  termes  négatifs. 

Quant  aux  termes  du  premier  degré  en  r,  ils  ne  se  détruisent 
pas,  car  la  matrice  M  montre  que  les  déterminants  D^^  ou  q'  et 
D^^  ou  r  doivent  jouer  des  rôles  symétriques  et  (o  :  r)  étant  du 
sixième  degré  en  q  doit  l'être  aussi  en  r  ;  or  o  contient  comme 
terme  le  plus  élevé  4  ac^  du  septième  degré  en  r  ;  donc  (o  :  r)  est 
du  sixième  degré.  Ainsi  (o  :  r)  e5^  un  invariant  simultané  de 
quatre  coniques,  et  cet  invariant  s'annule  dans  le  cas 
exceptionnel  E. 
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Dans  l'exception  E\  A  doit  avoir  une  racine  triple,  donc 
s'évanouit  la  matrice  invariante   de  quatre  coniques, 

'^  a        2b  c    \\ 

b        2  c        3  d    i! 

Enfin  on  a  la  matrice  invariante  caractérisant  l'exception' 
B'  si  l'on  écrit  les  conditions  pour  que  les  coniques  du  faisceau 
tangentiel 

m' u^-  -\-  n'  w,  u^^  -|-  p'  U£  -|-  C[  u^^  u-^  A-  r  ti.^  u-^  -\-  0  u./ 
4-  '^^  (mii^-  -j-  ^^^^1  u.^  +  pUf  -\-  qii^  Ui  +  0  u.^  u.^  -\-  ru./} 

aient  un  double  contact;  nous  avons  donné  la  formule 
générale  plus  haut  ;  ici  multiplions  tous  les  éléments  par  4  pour 
éviter  les  fractions  : 

n'-  —  4  m'p'    2  nn'  —  4  mp'  —  4pm'         n-  —  4  mjo 
q'-  2qq'  —  A  rm)  q-  —  \  mr 

r-  —  4  r;/  —  4  rp 

11'-  —  4  ?n'p'        2  nn'  —  4  7np'  —  4  pm'    w^  —  4  mp 
q'-  2  qq'  —  4  rm'  q'  —  4  mr 

r-  —  4  rp'  —  4  7p 

chacune  des  lettres  m,  7i,  p,  ...  r  est  un  déterminant  à  quatre 
lignes;  le  cas  de  r  =  0  ne  parait  pas  annuler  cette  matrice; 
comme  r  est  non  nul,  on  peut  le  faire  sortir  des  lignes  3  et  6. 
Rappelons  aussi  que  le  tableau  à  quatre  colonnes  et  6  lignes 
n'équivaut  qu'à  deux  conditions. 

96.  Résolvons  un  problème  écarté  plus  haut  :  dans  un  système 
linéaire  de  oo^  coniques  à  un  point  de  base,  chercher  les  réseaux 
à  trois  points  de  base. 

Le  problème  cesse  d'avoir  de  l'intérêt  si  le  système  proposé 
a  plus  d'un  point  de  base;  ce  point  étant  donc  supposé  unique, 
■est  réel,  et  nous  le  prenons  pour  sommet  x^  x.,.  Tout  réseau  à 
trois  points  de  base  possède  d'abord  ce  sommet,  et  encore  deux 
points  réels  ou  imaginaires  ou  confondus,  mais  portés  par  une 
•droite  réolle.  Un  point  arbitraire  de  cette  droite  détermine,  dans 
le  réseau,  un  faisceau  dont  tous  les  éléments  contiennent  la  droite 
en  question  et  se  complètent  par  des  droites  issues  de  x^x^. 
Réciproquement,  si  un  faisceau  de  coniques  du  système  dégénère 
•en  une  droite  fixe  g  plus  un  faisceau  de  droites,  on  i)eut  y  joindre 
4ane  conique  du  système  étrangère  au  faisceau  et  déterminer 
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ainsi  un  réseau  à  trois  points  de  base,  savoir  le  point  x^  x.^  et 
les  deux  intersections  de  la  nouvelle  conique  avec  la  droite  ^;. 
ces  derniers  points  peuvent  (tous  deux  ou  un  seul)  se  confondre 
avec  X,  x.j^  dans  le  cas  où  g  passe  par  x-^  x.y. 

Le  problème  est  donc  encore  ramené  à  la  recherche  des- 
faisceaux dégénéi'és  et  la  solution,  dans  le  cas  général,  peut 
s'obtenir  au  moyen  d'équations  telles  que 

rix''  =  «,  x^-  +  a.^  Xi  x^  +  a.^  ,r./  -\-  a^  x^  x.^  +  «5  x.^  x.^  ^  0 

et  trois  analogues  en  h,  c,  d   Si  une  courbe  I  a  Ox'  dégénère  en^ 
deux  droites,  son  équation  doit  pouvoir  être  identifiée  à 

[11^  Xy  -L-  w,  ^2)  l^'i  ^-1  4-  'C'>x.,  -X-  y,  x.^  =-  0  ; 

on  aura  donc 


M.,  V., 


=    S  a  eu 


-  a  a 


ces  cinq  équations  homogènes  en  a,  3,  v,  c,  u-^  Uo  sont  vérifiées-- 
par  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  ces  variables,  excepté  si. 
l'on  a 


M  = 


V-, 


t\ 


«1 

h 

Cl 

d. 

^1 

«., 

h., 

Co 

d.. 

V, 

«3 

^ 

c, 

d. 

• 

«4 

^. 

Ca 

d. 

•^•3 

«5 

à, 

C, 

d. 

0. 


Comme  la  matrice  partielle  des  quatre  dernières  colonnes  n'est 
pas  nulle,  sans  quoi  les  coniques  proposées  ne  définiraient  qu'un 
réseau,  l'évanouissement  de  la  matrice  M  équivaut  à  celui  des- 
deux déterminants  obtenus  en  supprimant  la  première  ou  la 
seconde  colonne;  chacun  d'eux  représente,  en  général,  un  point 
en  coordonnées  tangentielles,  et  réunies  ils  représentent  une- 
droite.  En  général  donc  il  n'y  a  qu'une  droite  exceptionnelle, 
c'est-à-dire  une  droite  pouvant  faire  partie  d'une  infinité  de- 
coniques  du  système. 

Nous  allons  voir  qu'il  n'y  a  pas  d'exception,  tant  que  le 
système  oo-*  n'a  qu'un  point  de  base;  dans  ce  but  nous  examine- 
rons les  équations  réduites  du  système  cxi^. 

En  tout  cas  la  matrice  M,  d'après  ce  que  nous  en  avons  dit, 
représente  au  moins  une  droite  réelle;  si  elle^n  représente  une- 
infinité,  nous  en  choisissons  une  au  hasard.  Suivant  que  la 
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droite  ainsi  fixée  ne  passe  pas  par  le  point  x^  x.-,  ou  qu'elle  v 
passe,  nous  la  prenons  pour  côté  x^  ou  côté  x^  et  deux  des 
coniques  définissant  le  système  peuvent  s'écrire  x^  x^,  x.y  x^  ou 
bien  .r^-,  .r,  x^. 

Dans  le  premier  cas  le  système  secomplète  par  deux  coniques 
auxquelles  on  peut  donner,  par  soustraction,  la  forme 

d^  x^-  -[-  <^-2  ^\  ^2  -\-  d^  X l  =  ^  \, 

ce  sont  des  couples  de  droites  par  .v,  Xn„  et  ces  deux  couples  ne 
peuvent  avoir  un  rayon  commun,  car  alors  tout  le  système  aurait 
en  commun  le  point  où  ce  rayon  coupe  x.^.  Ainsi  ces  deux 
couples  de  rayons  définissent  une  involuiion  quadratique  non 
dégénérée  ;  il  y  a  des  couples  formés  de  rayons  réels  distincts  ; 
nous  en  clioisissons  un  pour  nouveaux  côtés  x^^,  x.^  do  référence; 
le  faisceau  des  deux  premières  coniques  peut  aussi  bien  être 
défini  par  x.;^  combiné  avec  les  nouveaux  cotés  x^,  x^,  et  le 
système,  après  soustraction,  a  la  forme 

d,  ni  (/,  ne  s'annule  sans  quoi  le  système  a  plus  d'un  jioint  do 
base  ;  pour  les  coniques  dégénérées  on  doit  avoir 

2^1  i\  :  II,  V,  =  d,  :  d.,  ; 

cette  relation  détermine  le  rapport  u^  :  u.^  à  moins  que  t?,,  ??,  ne 
s'annulent  tous  deux;  ainsi  la  seule  droite  exceptionnelle  est  le 
côté  x^  =  0,  et  l'involution  des  points  neutres  y  est  représentée 

par 

Y^i  x,^  +  0  fû(,  x^^  -{-  d,  x/)  =  0. 

Dans  le  second  cas,  deux  coniques  étant  x^^,  .r,  x.,,  les  deux 
autres  se  réduisent  à 

C'i  x/  -\-  c^  .r,  X,  +  C3  X,  x.^,       (/,  X,-  +  (^'2  ^1  ^i  4~  ^3  ■^j  •'^3  > 

elles  déterminent  un  faisceau  dont  un  élément  au  moins  a  la 
lorme  gx^  x^  -{-  hx^'oo^,  et  h  n'est  pas  nul,  aui rement  le  sysièmc 
a  deux  points  de  base  aux  intersections  de  x^  avec  dx'^  ;  ainsi  la 
droite  gxi  -{-  hx^  est  distincte  de  x^  et  peut  être  prise  pour 
nouveau  côté  x.^  ;  le  système  a  la  forme 


—  156  — 
et  l'on  doit  avoir,  pour  les  coniques  dégénérées, 

di  ni  d.^  ne  s'annule,  car  alors  le  système  a,  ou  bien  un  contact 
en  ûOi  X.-,,  ou  bien  un  second  point  de  base  en  x-^  ^3  ;  donc  m,  :  u.^ 
est  déterminé,  sauf  si  t\,  =  v^  =  0  ;  la  seule  droite  exception- 
nelle est  Xy,  et  les  réseaux  à  trois  points  de  base  ont  un  contact 
en  a?i  œ.^  plus  un  troisième  point  quelconque  sur  ^i. 

On  voit  facilement  que  les  surfaces  de  Steiner  correspondant 
à  ces  deux  derniers  systèmes  de  coniques,  sont  cubiques  et 
répondent  aux  deux  alternatives  envisagées  par  G.  Cotty 
(Nouv.  Ann.  Math.  1908). 

97.  Voici  quelques  développements  analogues  relatifs  aux 
réseaux  de  coniques.  Soient  aar,  bx-,  Cx"  les  représentations 
symboliques  de  trois  formes  quadratiques  n'appartenant  pas  à 
un  même  faisceau  et  définissant  le  réseau 

Par  un  point  y  non  situé  sur  les  trois  courbes  a,  b.  c,  on  peut 
mener  un  faisceau  de  coniques  du  réseau,  car  on  doit  écrire 

a  a/  +  'iby^  +  vc/-  =  0; 

par  hypothèse  un  terme  de  cette  relation  difïère  de  zéro,  par 
exemple  ciy-;  alors  on  peut  éliminer  a  et  l'on  obtient 

I  ax'-    ?  bx-  +  Y  cx^  \  =  a\  ax"-    bx' 
!  ay^    .3^)y  +  Ycy-  I  ^  n  ay"'    b/- 

ce  qui  représente  un  faisceau  ;  la  base  de  ce  faisceau  annule  la 

matrice 

/-■  V  !  .  dx'        bx'        Cx-    Il 

^^'  i       a/  by''  Cy^      \\ 

car,  par  hypothèse,  la  colonne  commune  aux  deux  déterminants 
multipliés  par  ,3  et  y  ne  s'annule  pas.  Cette  matrice  (1)  s'évanouit 
pour  quatre  points  x  dont  un  est  y. 

Autrement  dit,  on  obtient  tous  les  faisceaux  contenus  dans  le 
réseau  en  imposant  à  a,  |î,  y  une  liaison  linéaire  quelconque 
l  OL  -\-  m  'i  -^  n  '(  =  0,  car  il  y  a  toujours  quatre  points  y  tels 
que  l'on  ait 

%2  l)yl  cy- 

l  m         n 


Y 


ax'^   Cl-     __  ,^ 

ay'     Cy'  ^' 


0, 
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et  ces  dernières  relations  où  les  y  sont  coordonnées  courantes 
représentent  les  quatre  points  de  base  du  faisceau. 

A  cause  de  la  symétrie,  la  matrice  (1)  s'annule  aussi  pour  tout 
point  X  donné  avec  quatre  points  y  dont  un  est  en  x.  Ou  bien 
elle  exprime  que  les  points  x  et  y  appartiennent  à  un  même 
quatorne  formant  la  base  d'un  des  oc-  faisceaux  contenus  dans 
le  réseau.  Ou  enfin  on  a  une  involution  de  quaternes  dans  le 
plan,  puisque  chacun  est  déterminé  par  un  de  ses  éléments. 

Par  deux  points  ?/  et  ;,  on  peut  mener  une  courbe  du  réseau, 
sauf  si  y  et  ^  font  partie  d'un  même  quaterne. 

Si  les  courbes  du  réseau  ont  un,  deux  ou  trois  points 
communs,  ces  points  font  partie  de  tous  les  quaternes  Le 
dernier  de  ces  trois  cas  est  sans  intérêt.  Nous  dirons  un  mot  du 
premier  et  du  second. 

98.  Dans  le  réseau  de  coniques  à  un  point  de  base, 

abstraction  faite  du  point  commun,  on  a  une  involution  de 
triangles  représentée  par 

/.js  I       ilx  Ux  Lx         I    /~> 

^->  \      l  m  n      \~  ^'^ 

le  point  fixe  étant  pris  pour  sommet  de  référence  x-^  x^,  les 
formes  dx'^,  bx-,  Cx-  peuvent  s'écrire 

x^  a'x  -{■  x.^  a  X,      x^  b'x  -{-  x^  b''x,      x^  c'x  -\-  x^  c'x 

Si  l'on  veut  obtenir  les  coniques  de  ce  réseau  se  décomposant 
en  deux  droites,  Ux^  Vx,  on  voit  d'abord  que  le  produit  u^  r, 
s'annule;  nous  ferons  par  exemple  2i.^  =-  0  et  alors  l'identité 

-  a  {X]  a'x  +  x.^  a"x)  ^  (Mj  Xi  -\-  u.,  x~j)  [v^^  x^  -f  v.^  x,  4-  l'^  x.^) 
donne 

w,  tjj  =  I  a  a\,      ^1  v-i  +  w_j  ï),  =-  s  a  («'g  4-  a%) 

112  f^-2   ="   ^  '^  (^'v,         M,  V.^    =    I  a  ft'g,  U^  ^3    =    ï  a  «"3. 

En  éliminant  les  cinq  variables  linéaires  homogènes  u,.  u.,. 
<z,  [3,  Y,  on  trouve  que  v^,  v^,  v^  vérifient  une  équation  du  second 
degré  ou  que  la  droite  r^,  enveloppe  une  courbe  de  seconde 
classe. 

Un  point  y  du  plan  définit  un   élément  de  l'invokuion  de 
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triangles;  soit  v  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  sommets  de 
ce  triangle,  et  appelons  0  le  point  œ^^  x.^  ;  les  droites  Oy  et  v 
forment  une  conique  dégénérée  du  réseau  ;  donc  si  y  se  meut 
^-ur  Oy,  la  droite  v  reste-  fixe.  Nous  pouvons  définir  le  réseau 
l)ir  cette  conique  dégénérée  plus  un  faisceau  découpant  sur  v 
une  involution  quadratique;  ainsi  les  coniques  du  réseau  définies 
par  un  point  variable  de  Oy  coupent  la  droite  correspondante  v 
en  des  couples  de  points  en  involution. 

99.  Le  réseau  des  coniques  à  deux  points  de  base 

donne  une  transformation  Cremona  involutive;  car»un  pointée 
du  plan  définit  un  fais:eau  dont  la  base  se  complète  par  un 
point  y\  la  correspondance  "entre  x  %\  y  est  évidemment 
uaidéterminative  et  réversible.  C'est  en  général  une  transfor- 
mation biquadratiquc;  nous  allons  le  montrer  en  nous  aidant 
dos  éléments  dégénérés  du  réseîau. 

Le  réseau  sera  supposé  défini  par  trois  équations  à  coeflScients 
réels  et  nous  ne  ferons  que  des  substitutions  à  coefficients  réels. 
Les  points  de  base  peuvent  être  réels,  imaginaires  ou  confondus, 
mais  la  droite  qui  les  porte  (tangente  commune  dans  le  cas  de 
coïncidence)  est  toujours  réelle.  Prenons-la  pour  côté  ^^  ^  0  du 
triangle  de  référence. 

Choisissons  pour  extrémités  de  ce  côté  deux  points  réels, 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  fixes;  dans  le  cas 
des  points  confondus,  nous  y  mettons  le  sommet  x-^  x^  et  prenons 
le  sommet  x^  x.^  à  volonté  mais  distinct  du  précédent.  Les 
points  de  base  sont  maintenant  représentés  par  x^^  =  0, 
Ax./  -\-  Bx.f  =  0  et,  d'après  les  conventions,  A  n'est  jamais 
nul,  mais  B  peut  l'être;  simplifions  encore  en  divisant  par  A  : 
les  courbes  définissant  le  réseau  ont  des  équations  telles  que 

Fi  =  ai  x^"  +  ^i  ^1  ^2  +  ^'2  ^1  ^3  +  di  {x.f  -f  t7îx./)  =  0 

(i=  1,2,3), 

la  constante  m  étant  positive,  négative  ou  nulle. 

Les  déterminants  de  la  matrice  \\  a^  bid  di\\  ne  sont  pas 
tous  nuls,  car  les  trois  courbes  n'appartiennent  pas  à  un 
faisceau;  les  coefficients  d,  ne  sont  pas  tous  nuls,  car  nous 
excluons  le  cas  d'un  réseau  de  courbes  dégénérant  toutes  en 
deux  droites  dont  l'une  Xj^  est  fixe. 
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Le  lieu  des  points  doubles  dos  coniques  dégénérées  du  réseau 
annule  le  Jacobien  de  F^,  F.^,  F^,  savoir 


2  Cil  ce,  -f-  ^'  ^•'  +  ^'  ^3 
bi  Xy  -j-  -2  di  JC.2 
Cl  x^  -f-  2  mdi  x.^ 


=  -lxi\  icihc)  x^-  +  [adc)  Xy  x, 

4-  {abd)mxyx^  +  (bdc)  x.,^ 
4-  {cbd}  mx^  \ . 


Le  polynoiûe  entre  accolades  représente  une  conique;  c'est  là 
un  fait  connu  et  géométri(iuement  évident.  Cette  conique  a  une 
■équation  à  coefficients  réels;  elle  passe  par  les  points  de  base 
'du  réseau,  sans  aj^partenir  nécessairement  au  réseau. 

Si  toutes  les  courbes  dégénérées  du  réseau  comprennent  la 
•droite  x-^,  le  lieu  des  points  doubles  se  réduit  à  cette  droite, 
l'équation  /  =  0  se  réduit  à  son  premier  terme  et  récipro- 
•quement.  Or,  les  quantités  {adc),  {abd)  m,  {bdc),  (bdc)  m,  ne 
sont  toutes  nulles  que  si  m  s'évanouit  ainsi  que  {adc)  et  {bdc), 
car  l'évanouissement  des  trois  déterminants  {adc),  {abd),  {bdc) 
entraînerait  celui  de  H  a,-  b,  c,  d,  ||  ou  celui  de  tous  les  r/,,  ce  qui 
•est  contre  nos  hypothèses.  Mais  dans  le  cas  où  m  s'évanouit 
ainsi  que  {adc)  et  {bdc),  trois  des  coniques  du  réseau  considéré 
se  ramènent  à  la  forme 

x^-  =  0,      a?,  X.,  =  0.      Xf  -\-  A  Xj^x^  =  0, 

•et  c'est  le  réseau  des  coniques  ayant  un  contact  triponctuel  en 
^]  X2  ;  nous  pouvons  l'exclure,  comme  tous  les  réseaux  à  trois 
points  de  base,  car  il  ne  peut  y  être  question  de  la  transformation 
-Crcmona  étudiée. 

Ce  cas  exclu,  il  existe  assurément  des  coniques  dégénérées  du 
réseau  i^qui  ne  contiennent  pas  la  droite  j?,  ;  une  telle  ligne  se 
•décompose  en  deux  droites  réelles,  imaginaires  ou  confondues, 
mais  ayant  en  tout  cas  un  ])oint  de  rencontre  réel  extérieur  à  x^. 

Cherchons  à  présent,  dans  le  même  réseau  F,  les  coniques 
•dégénérées  comprenant  la  droite  x^  ;  nous  écrirons 

:i:  ,j.i  Fi  =  0,      i:  m  dt  =^-  o-, 

à  cause  de  cette  dernière  relation,  les  paramètres  [>.  ne  sont  que 
deux  distincts;  on  a  donc  bien  un  faisceau  ;  la  première  relation 
«donne 

a?,  (ï  [j.,-  ai  ^1  +  S  i^i  ôi  x.^  -(-  I  [j-j  Ci  x^)  =  0, 
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et  les  droites  pour  lesquelles  s'annule  la  parenthèse,  en  même 
temps  que  s'évanouit  -  ;j-,-  f//,  passent  par  le  point  *S  défini  par 

a^  x^  4-  b,  X,  -h  Cl  a?3    _  a-2^1  -}-b^x,  +  c^œ^   ^  a^  x^  -{-b^œ,  +  Cj  x^ 
d,'  "do  d^ 

comme  on  s'en  assure  en  additionnant  ces  fractions  terme  à 
terme  après  multiplication  par  a^,  jj-j,  1^3. 

Ainsi  les  coniques  dégénérées  comprenant  la  droite  x^  se 
complètent  par  un  faisceau  de  sommet  -S  et  nous  devons 
distinguer  deux  cas. 

P  5  est  extérieur  à  ^,,  alors  les  relations 

bi  œ^  -f  Ci  i^a  =  p  di         {i  =  l,  2,  3) 

sont  incompatibles  et  le  déterminant  {bcd)  n'est  pas  nul  :  c'est 
en  somme  le  cas  général  ; 

2°  »S  est  sur  œ^  et  (bcd)  =  0. 

Dans  le  premier  cas,  prenons  *Spour  sommet  non  encore  fixé 
du  triande  de  référence.  Deux  courbes  déterminant  le  réseau 
seront  œ,  Xo  =  0,  x^  -j^s  =  0,  et  l'on  achèvera  de  le  définir  par 
une  courbe  de  la  forme 

où  l'on  pourra  supposer  a  non  nul,  car  autrement  le  réseau 
aurait  trois  points  de  base. 

Dans  le  second  cas,  représentons  5  par  les  équations  x^  =  0, 
rjQ^j^  px^  =  0,  ce  qui  permet  d'embrasser  même  l'hypothèse 
m  =  p  =  0  où  S  coïncide  avec  le  contact  des  coniques  du 
réseau.  De  plus,  comme  nous  excluons  le  réseau  à  contact 
triponctuel,  nous  pouvons  prendre  le  sommet  non  encore  fixé 
X2  i^3  au  point  double  réel  d'une  conique  dégénérée,  et  le  réseau 
se  trouve  défini  par  trois  équations  telles  que 

x{-  =  0,      x^  (â?2  +  px^)  =  0,      x^  -j-  mx.^-  =  0. 

On  ne  peut  faire  m  =  p  =  0,  car  alors  toutes  les  courbes  du 
réseau  dégénèrent.  On  ne  peut  pas  supposer  non  plus  5  en  un 
des  points  de  base  du  réseau,  car  ceux-ci  seraient  réels  et  en 
les  prenant  pour  sommets  de  référence,  on  ramènerait  à  x^^^ 
û7,  .)?2,  ^2^3  ^^  ^^^  coniques  du  réseau  auraient  même  tangente 
en  un  de  leurs  points  de  base.  Dès  lors  si  m  n'est  pas  nul,  S 
étant  distinct  des  points  de  base,  peut  être  pris  pour  un  sommet. 
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iPj  x^,  et  /)  =  0;  ainsi  on  peut  toujours  supposer  m  ou  p  nul. 
Nous  allons  examiner  la  transformation  Cremona  dans  les 
deuœ  cas  distingués  ci-dessus.  Soit  donc  d'abord  le  réseau 

a  iCj  oc^  +  P  x.^  œ-i  +  7  (rt^\'^  +  ^i  +  ?«^/)  -=  0  ; 

si  deux  points  distincts  x  et  ?/  complètent  la  base  d'un  faisceau 
de  ces  coniques,  on  a 

XyX.^       Xi  Xs^       (/.r,-  -j-  x.f  -j-  w?.r.^^       _^_  Q 

■    j/i  ?/2      2/1  P-i      ''.v,-  +  y;-  +  nii/,"' 

d'où  l'on  tire  d'abord  x.^  :  x^  =  y.^  :  y^  ou  o^'a  ==  {x.^  y^  :  ?/,  cl  en 

substituant  dans  le  déterminant    des    première  et    troisième 

colonnes, 

£c,  x.^  yl  [ay^  +  yr  +  m//;0  •- 

2/1  Vz V^^ y'  +  <'  yr  +  wïî/s'Ol ; 

cette  équation  en  x^:  x.^  a  deux  i-acines  dont  le  produit  est 
{y^-\-my.^^)  :  ay.^;  l'une  de  ces  racines  est  y^'-y-y,  mais  il 
faut  l'exclure,  car  alors  y  coïncide  avec  x\  l'autre  racine  donne 

^1  :  -"^i  =  (y/  +  ^>^z/3')  :  ^'2/1  yi  ; 

finalement  on  obtient  les  formules  (où  nous  avons  vu  que  a  n'est 
pas  nul), 

x^-.x^;  Xi  =  iy.^  +  my/)  :  a?/i  y,  :  ay,  y, 

d'une  invey^sion  irilinéaire,  si  m  est  non  nul;  si  m  =  0  ces 
formules  définissent  une  semi-inversion  irilinéaire  (Cf.  C. 
Servais,  Maihesis,  1887,  p.  112). 

Dans  le  second  cas,  on  trouve  de  même 


y,' 


2/i  (?/i  +  ;^y3)      y-r  +  ^2//,- 


0; 


en  supprimant  la  troisième  ou  la  seconde  colonne,  on  a 

^1  Vl    —    ^2  i/l     "^   —    P  {'C\  !/:H  —  ^-.i  .Vl)' 

(^1 2/2  —  ^2  yi)  (-^1 2/:'  +  ^i  yù  + 

m  (.r,  y,  —  ^,  ?/i)  (^,  y^  +  ^3  î/i)  —  0, 
d'où 

{X,  y,  —'X.,  yi)  [-  p  {X,  y.^  +  x,  y,)  +  w  {x^  y,  +  ^3  y^)  =  0, 

et  l'on  peut  diviser  par  x^  y^  —  x^  y^,  car  s'il  était  nul,  on  aurait 
aussi  x^y.^  —  .r^y,  =^0  d'où  x   confondu  avec  y,    ou    bien 

-  11 
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■x^  =  i/^  =  0,  ce  qu'on  peut  exclure.  Donc,  après  un  calcul  facile, 


t/7i     •     tAz-j    •     (A/^ 


Vil^vy-i  —  (^  —  p')y3]; 

en  simplifiant  par  y^,  on  a,  pour  les  couples  de  points  x,  y 
extérieurs  à  la  droite  x^^,  une  transformation  linéaire;  on 
peut  toujours,  rappelons-le,  supposer  m  =  0  ou  /J  =  0;  la 
transformation  est  alors  respectivement 


00\ 


x.^  :  ^3  =  pyi  :  py-i  :  (2  y,  +  py.^) 


t/.(>      •       IVQ 


la  seconde  est  une  homologie  harmoyiique. 

Los  deux  types  qui  constituent  notre  second  cas  sont 

(5)  a  x^~  +  .3  ,rj  (d?^  4-  p^'3)  +  T  ■^2'     =  0. 

{s')  a  57,2   _i_   p  ^^  ^^   _|_  -^  (.3.^2  ^  ,,„,  j.^2)   ^   0  ; 

dans  le  réseau  {s)  les  coniques  ont  un  contact  au  seul  point 
Xi  x.y  Le  réseau  {s')  a  deux  points  de  base  distincts  A,  B  et  pour 
ces  coniques  un  certain  point  0  de  la  droite  AB  a  mémo  polaire; 
c'est  un  cas  particulier,  peu  remarqué,  d'un  système  connu  où 
les  coniques  passent  par  deux  points  et  ont  un  couple  de 
conjugués  communs  (1). 

100.  Le  problème  traité  dans  le  prissent   chapitre  se  pose 
aussi    pour    un    système    défini    par    quatre    quadriques 

(Ix't  Ox~,  Cx',  Clx'- 

Si  X  et  1/  sont  deux  points  neutres  associés,  on  a 
ax-      h'-      Cl-      dx-       _  ç. 

ayr  byr  Cy-  dy"  ~    ^' 

et  par  suite  aussi  {ax  ay  étant  la  forme  polaire  de  y  pour 
ax"^,  etc.) 

ax"  bx-  cx-  dx- 

axay  bxby         CxCy         dxd\< 

ay-  by'^  Cy-  dy- 


-  0; 


(1)  G-  Salmon,  sections  coniques,  p.  166  considère  bien  le  cas  où  une 
des  courbes  du  réseau  est  une  droite  double,  et  observe  que  le  Jacobien 
contient  alors  cette  droite.  Cette  propriété  appartient  à  notre  système  [s') 
mais  ne  le  caractérise  pas,  car  dans  notre  premier  cas,  si  m  =  0,  on  a 
aociX'i-\-  ^xxœ^-\--^  [axx^  -\-  x-/'^)  et  l'on  peut  avoir  une  droite  double 
pour  [î  nul  et  a,  y  appropriés. 
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or,  d'après  notre  article  de  V Enseignem. mathématique,  1910, 
«eci  représente  une  congruence  du  septième  ordre  et  de  classe  3. 

Ainsi  tout  couple  d'associés  est  sur  un  rayon  de  cette 
■congruence,  constituée  par  les  droites  appartenant  chacune  à  un 
faisceau  de  quadriques  du  système  -a «a;-.  Un  raisonnement 
géométrique  très  simj^le  contrôle  notre  affirmation,  car  par  un 
point  quelconque  aligné  sur  deux  points  neutres  associés  A^,  A^', 
on  peut  mener  un  faisceau  du  réseau  passant  par  A^  et  A",  et 
chacune  de  ses  surfaces  contient  trois  points  de  la  droite  A^A'". 

Réciproquement,  les  points  où  une  telle  droite  rencontre  une 
quadrique  extérieure  au  faisceau  répondent  à  la  définition  des 
points  neutres;  donc  tout  rayon  de  la  congruence  (7,  3) 
contient  une  involution  de  points  neutt^es. 

Par  tout  point  M  de  l'espace,  on  peut  mener  sept  rayons  de  la 
congruence;  sur  chacun  d'eux  on  a  une  involution  où  M  définit 
un  couple;  donc  tout  point  de  l'espace  appartient  à  sept  couples 
de  points  neutres.  Ceci  est  confirmé  parla  remarque  suivante  :  si 
^est  donné,  les  équations  I!  ax-  a-y- 1[  =  0  en  ?/  représentent  trois 
quadriques  ayant  en  commun  8  points  dont  un  confondu  avec  x. 

Dans  tout  plan,  on  a  trois  rayons  de  la  congruence,  ce  qui 
contrôle  le  résultat  obtenu  plus  haut  pour  le  système  général 
de  oo^  coniques  du  plan. 

Il  y  a  oo-  plans  pour  lesquels  on  a  un  système  exceptionnel 
{E)  et  oo'  plans  pour  lesquels  se  réalise  l'exception  (£")  ou  {E']. 
Comme  on  a  trouvé  les  formes  et  les  matrices  invariantes 
•exprimant  ces  exceptions,  le  procédé  connu  de  translation  donne 
les  enveloppes  des  plans  exceptionnels,  du  moins  en  théorie,  car 
le  calcul  effectif  paraît  peu  praticable. 

10t.  Le  môme  problème  se  pose  pour  quatre  surfaces 
cubiques,  «a;^  hx"^,  c^^  dx^  :  des  relations, 

ax^      hx^      Cx'      dr^    Il  =  0 
I      ay^       b/       Cy"^       dyfl      ' 

on  peut  conclure  (mais  la  méthode  ne  réussit  plus  pour  des 
formes  de  degré  n  >  3)  : 


=  0; 


ax-' 

bx" 

Cx' 

dx' 

ax^  tty 

hx^  by 

Cx^  Cy 

dx^  dy 

ax  ay- 

bx  bv' 

Cx   Cy^ 

dx  dy^ 

ay' 

by^ 

c/ 

dy^ 
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d'après  notre  article  de  V Eyiseignement  fnathématique  1910^ 
ceci  est  un  complexe  du  sixième  ordre  formé  des  droites  situées 
sur  les  surfaces  IXo-^^^fi^iciproquement  une  teUe  droite  coupe 
les  oo'-'  surfaces  restantes  du  système  suivant  les  ternes  d'une 
involution  du  troisième  ordre  et  du  second  rang;  celle-ci  a  un 
groupe  neutre,  constituant,  pour  le  système  oo^  de  surfaces 
cubiques,  un  couple  de  points  neutres  associés  ;  on  voit  ici 
les  cx>3  couples  de  points  neutres  sur  les  (x^  rayons  d'un, 
complexe  (si  l'on  choisit  pour  ax^,  bx^,  Cx^,  dx^,  les  premières- 
polaires  d'une  forme  quartique,  on  a  une  propriété  de  la  surface 
générale  du  quatrième  ordre). 

Par  tout  point  M  de  l'espace,  on  a  oo^  rayons  sur  un  cône  du 
sixième  ordre,  et  M  appartient  à  26  couples  de  points  neutres^ 
situés  sur  des  génératrices  de  ce  cône,  car  les  équations 
\\ax^ay^\\  =  0  donnent,  pour  y  fixe,  27  points  x,  dont  un. 
coïncide  avec  y. 

En  faisant  une  section  plane  dans  le  système  de  oo^  surfaces 
cubiques,  on  trouve  que  les  couples  de  points  neutres  d'ua 
système  oo^  de  courbes  cubiques  d'un  plan  sont  sur  les  tangentes- 
à  une  courbe  de  sixième  classe  ;  nous  allons  chercher  le  lieu  de 
ces  points. 

A   cet  effet  posons,  cix^...  désignant  des  formes  ternaires,. 


A'i  :  Xy  :  X3  :  X^  =  cix-'  :  bx^  :  Cx^  :  d. 


X 


les  couples  de  points  neutres  répondent  aux  points  doubles  d'une 
surface  Sq  du  neuvième  ordre  {G.  Salmon,  Anal,  à  3  dim.  t.  III 
p.  137)  dont  ceci  sont  les  équations  paramétriques.  Une  section 
plane  S  m^  X^  =  0  répond  unidéterminativement  à  une  cubique- 
S  u^  ax^  =  0;  elles  sont  de  même  genre  1,  donc  aussi  la  section 
plane  de  S^  ;  cette  dernière  a  donc 

1  (0  -  1)  (9  -  2)  -  1  =  27 

nœuds,  et  la  ligne  nodale  de  ^9  est  d'ordre  27.  Ainsi  une- 
cubique  Sa  c^a?^  du  système  c»^  porte  27  couples  de  points- 
associés;  or,  si  n  est  le  degré  du  lieu  cherché,  on  a  3  /?  = 
2  X  27,  d'où  n  =  18.  Les  cubiques  dégénérées  du  système 
contiennent,  sur  leur  droite,  deux  points  neutres  associés,  et 
16  points  neutres  dont  les  associés  sont  sur  la  conique  résidu; 
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celle-ci  coupe  le  lieu  en  36  points,  donc  coniieni  encore  dix 
couples  de  points  neutres. 

Ces  résultats  sont  conformes  à  des  propriétés  plus  générales 
connues  (i).  Voici  d'ailleurs  un  premier  moyen  de  les  contrôler. 
Soit  une  cubique  du  système  décomposée  en  une  droite  et  une 
conique  c^  ;  définissons  celle-ci  par  ses  équations  paramétriques 
en  À  et  substituons  dans  le  réseau  de  cubiques  qui,  avec  la 
cubique  dégénérée,  détermine  le  système  oo^  :  nous  aurons  en 
>>  une  involution  du  sixième  ordre  et  de  second  rang;  les 
relations  donnant  ses  groupes  neutres  sont  les  mêmes  que  celles 
qui  donnent  les  nœuds  d'une  s'^xtique  plane  rationnelle;  donc 
c'est  (5X0  —  =  1*^-  Ainsi  la  conique  Cj^  porte  dix  couples  de 
points  neutres,  la  droite  d  en  porte  un;  soient  alors  h  le  nombre 
<ios  points  neutres  de  d  qui  ont  leur  associé  sur  c^  et  k  le  degré 
du  lieu  des  points  neutres;  on  a 

k  =2  4-  h,        2/^  =  20  +  h, 

<roù 

k  =  \d,      et      h  =  K). 

On  peut  aussi,  comme  autre  contrôle,  chercher  directement  le 
nombre  de  points  neutres  de  d  qui  ont  leur  associé  sur  c^  :  on 
exprime  la  droite  au  moyen  du  paramètre  t  et  la  conique  au 
moyen  du  paramètre  X  ;  ceci  donne  une  matrice  de  la  forme 

Ai^        B,^        G^     , 
A\^       BY       CY   u  ' 

en  faisant  précéder  successivement  de  deux  lignes  de  constantes 
non  proportionnelles  a,  p,  y  et  a',  ,3',  y',  on  a  deux  équations  d'où 
l'élimination  de  t  donne  une  relation  en  À  de  degré  3X6-]- 
3  X  6  =  36;  à  chaque  valeur  de  X  répond  une  valeur  de  /; 
mais  il-  faut  défalquer  :  P  les  systèmes  de  t  et  À  qui  annulent 
j  aa'A^3|  et  I  ota'A'x*^  I  soit  18  systèmes;  2°  les  deux  points 
communs  à  la  droite  et  à  la  conique,  car  si  t'  et  À'  sont  les 
paramètres  d'un  de  ces  points,  la  matrice  précédente  s'évanouit, 
mais  pour  un  système  de  valeurs  de  œi  identique  à  un  système 
de  i/i,  et  nous  cherchons  précisément  les  systèmes  distincts.  Il 
reste  à  vérifier  que  les  points  communs  à  une  droite  d  et  une 
conique  c.^  constituant  ensemble  une  cubique  dégénérée  ne  sont 


(1)  L.  Berzolari.  dans  E.  Pascal,  Répertoire,  t.  I.  vol.  "i,  2*  édit.  p.  340- 
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pas  toujours  des  points  neutres  :  supposons  que  Cx^  soit  une  telle 
cubique  ayant  un  point  double  en  (0,  0,  1);  on  a  donc 


ft(OOl)         ^(001)  0  cZ(OOl) 


ay^  by^  Qy  Cy'  dy 


3 


=  0 


en  abolissant  la  troisième  colonne,  on  a  une  matrice  satisfaite 
par  8  points  ?/  autres  que  (0,  0,  1),  et  l'on  peut  toujours  choisir 
g  y  et  Cy-  de  façon  à  ne  passer  par  aucun  de  ces  huit  points. 

D'après  une  formule  connue  [L.  Berzolari,  loc,  cit.  p.  341) 
le  lieu  Cjg  des  points  neutres  porte  35  triples  de  points  neutres; 
ces  points  sont  doubles  sur  la  courbe,  mais  ne  constituent  pas 
ses  seules  singularités,  car  alors  son  genre  devrait  se  monter  à 
(17  X  16)  :  2  —  105  ^  31,  alors  que  d'après  un  autre  résultat- 
connu  (ibid,  p.  316j  une  courbe  hyperelliptique  d'ordre  m  et 
genre  p  qui  porte  un  groupe  g.^  a  pour  l'enveloppe  des  droites 
joignant  les  couples  de  ce  groupe,  une  courbe  de  classe 
m  —  p  —  1  ;  ici  m  étant  18  et  m  —  ^  —  1  égal  à  6,  on  devrait 
avoir  j9  =  11;  cette  contradiction  indique  que  la  courbe  c^g,  si 
même  elle  n'est  pas  dégénérée,  a  des  singularités  ultérieures  ; 
nous  signalons  ce  problème  à  l'attention  du  lecteur 


CHAPITRE  IX. 

Eliminer  un  paramètre  d'une  matrice. 

102.  Le  problème  servant  de  titre  au  chapitre  présent  est 
viriuellement  résolu  clans  des  passages  antérieurs,  puisque  l'on 
a  éliminé  un  paramètre  entre  plusieurs  équations.  Il  sutîit  d'ap- 
pliquer le  procédé  aux  diverses  équations  obtenues  en  annulant 
les  déterminants  extraits  de  la  matrice. 

On  fera  bien  toutefois  de  traiter  cette  question  d'une  façon 
plus  effective,  car  les  équations  extraites  d'une  matrice  forment 
des  systèmes  exceptionnels  ;  par  exemple  trois  équations  à  trois 
variables  représentent,  en  général,  des  points  en  nombre  fini, 
tandis  que  si  elles  sont  extraites  d'une  matrice  à  six  éléments, 
elles  représentent,  en  général,  une  cou i^be  gauche. 

Ainsi,  bien  que  la  solution  du  problème  soit  théoriquement 
connue,  il  sera  utile  de  voir,  sur  des  exemples,  quelle  modifica- 
tion reçoit  la  pratique. 

Rappelons  d'abord  quelques  choses  connues,  comme  le 
théorème  de  Bezout,  etc.  avec  de  nouvelles  démonstrations. 

D'abord  on  a  ce  lemme  :  pour  deux  équations  en  x  d'ordres 
m,  et  n,  le  poids  du  résultant  est  m  n  et  ses  termes  so7it 
isobares. 

Considérons  deux  polynômes  homogènes  en  x  et  y,  d'ordres 
m  et  n.  Eliminant  x,  on  a  un  résultant  en  //;  mais  si  l'on  avait 
divisé  les  polynômes  respectivement  par  y"^  et  ?/"•  on  aurait 
obtenu  un  résultant  indépendant  de  x  et  y,  car  son  évanouisse- 
ment est  la  condition  d'une  racine  commune  en  x  :  y.  Donc  le 
résultant  est  homogène  en  y.  D'autre  part,  la  diagonale 
principale  du  déterminant  résultant, 

(7o      ^1      a.^ 

(7o     «,      a.j 

r/„     rt|      a.^ 


bn  -  1      bn 

bn  -  1        bn 
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est  d'ordre  m  n  en  y,  donc  tel  est  le  degré  du  résultant.  Cette 
proposition  est  exactement  équivalente  à  l'énoncé  rappelé 
ci-dessus. 

Comme  corollaire,  si  chaque  coefficient  d'une  des  formes,  au 
lieu  d'être  de  degré  k  eny  est  homogène  d'ordre  k  en  y,  z,t,..., 
le  résultant  est  aussi  homogène,  d'ordre  7nn  en  y,  z,  t,  ... 

Pour  le  cas  de  trois  variables  homogènes  x,  y,  z,  c'est  le 
théorème  de  Bezout. 

103.  Voici  deux  autres  démonstrations  du  lemme  . 

1°  Si  le  résultant  n'était  pas  homogène  en  y,  il  s'annulerait 
pour  des  valeurs  non  nulles  de  y  dans  le  cas  génér^al,  ce  qui 
est  faux,  puisque  l'on  peut  former  deux  polynômes  sans  facteur 
commun; 

2°  Si  dans  la  diagonale  principale  du  résultant,  on  supprime 
un  facteur  Oq  pour  le  remplacer  par  un  certain  facteur  «a,  il 
faut  remplacer  aussi  un  certain  facteur  bn  par  un  coefficient  b 
qui  est  à  autant  de  rangs  à  gauche  de  bn  que  ak  était  à  droite  de 
Oq  ;  comme  le  degré  en  y  est  égal  à  l'indice  des  a  et  des  b,  il  y 
a  homogénéité  en  y. 

Habituellement  (v.  p.  ex.  G.  Salmon,  Alg.  sup.  p.  50)  le 
théorème  de  Bezout  pour  deux  variables  non  homogènes  s'établit 
au  moyen  des  fonctions  symétriques.  Ensuite  on  peut  exposer 
l'élimination  de  deux  ou  plusieurs  variables,  aussi  par  les 
fonctions  symétriques  et  généraliser  le  théorème  de  Bezout  ; 
nous  renvoyons  le  lecteur  au  texte  de  G.  Salmon  (p.  53/7). 

Il  en  résulte  ceci  :  la  condition  d'existence  d'un  système  de 
racines  au  moins  pour  n  -\-  l  équations  à  n  inconnues,  non 
homogènes,  est  unique  ;  elle  s'exprime  par  une  seule  relation. 
On  en  déduit  aussi  une  méthode  théorique  d'élimination,  et  la 
propriété  du  résultant  de  w  -f-  1  équations  à  n  inconnues  d'être 
o^ationnel  quant  aux  coefficients  des  formes  données. 

104.  Rappelons  encore  deux  propositions  connues  que 
nous  établirons  ici  j)ar  un  raisonnement  différent  de  la 
démonstration  habituelle 

I.  On  sait  qu'on  appelle  variété  algébrique  d'ordre  k,  un 
ensemble  de  oo"  systèmes  de  valeurs  satisfaisant  à  diverses 
équations    algébriques.     Nous    démontrons    qu'une    variété 
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d'ordre  n  —  1  (2  par  exemple)  do.ns  l'espace  à  n  dimensions 
(3  par  exemple)  est  toujours  représenioble  par  U7ie  seule 
équation,  c'est-à-dire  que  les  formes  considérées  /,  {x,  ?/,  z) 
ont  un  diviseur  commun.  D'abord,  par  une  transformation 
appropriée,  on  amène  les  formes /^  à  être  régulières  en  x; 
ensuite  on  peut  supposer  les  //  irréductibles,  car  autrement  il 
faut  combiner  tous  les  facteurs  irréductibles  de  la  première  avec 
tous  ceux  de  la  seconde,  etc.  Si  les  polynômes  fi  ne  sont  pas  tous 
identiques,  combinons  deux  à  deux  ceux  qui  dilïèrent  :  nous 
obtenons  un  nombre  fini  de  courbes  gauches  dont  chaque  fois  la 
projection  sur  le  plan  des  yz  s'obtient  par  élimination  de  x 
entre  deux  équations.  Or,  c'est  un  fait  connu  qu'il  existe  au 
moins  un  point  (?/,i  z^■^  )  extérieur  à  toutes  ces  projections;  alors 
pour  [y^  Zq)  les  équations  /,  ^=0  ne  sont  pas  vérifiées  pour  une 
même  valeur  de  x,  ce  qui  contrarie  l'hvpotlièse  d'une  variété 
commune  à  deux  dimensions. 

II.  Quand  sont  réalisées  les  conditions  d'existence  d'un 
système,  et  d'un  seul,  de  racines  communes  pour  n 
équations,  ces  racines  sont  fonctions  rationnelles  des 
coefficients  des  équations. 

La  chose  a  été  établie  dans  un  chapitre  précédent,  pour  une 
inconnue,  quand  on  a  formé  la  matrice  résultante  et  calculé  la 
racine  commune.  Supposons  donc  le  fait  vrai  pour  y,  z,  ...; 
entre  les  équations  proposées  éliminons  07;  la  matrice  résultante 
a  tous  ses  déterminants  nuls  pour  un,  et  un  seul,  système  de 
valeurs  de?/,  c^,  ...  ;  donc  par  hypothèse,  y,  z,  ...  sont  fonctions 
rationnelles  des  coefficients  et  aussi  x  qui  se  calcule  comme  il 
est  dit  à  l'instant. 

105.  Résolvons  maintenant  ce  problème  très  particulier,  déjà 
rencontré  plus  haut  :  éliminer  x  de  la  matrice 

a^  X  -\-  «2        by  X  -\-  b-i        Cl  X  -{-  c^    1]  ^  a 
a\  X  -j-  a'",       b\  X  -j-  b'^       c\  x  -{-  c'.j    \   ~ 

D'après  la  méthode  générale  d'élimination  d'une  inconnue 
entre  plusieurs  équations,  nous  devons  multiplier  les  déter- 
minants extraits  de  la  matrice  par  des  exj)ressions  du  premier 
degré  au  moins  ; 'nous  choisissons  ces  expressions  du  premier 
degré  exactement  et  à  coefficients  inconnus,  Xj  x  -\-  a^,  ^^  x-{-  p^ 
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ïi  ^  +  Y2.  6t  nous  devrons   identifier  à  zéro  la  somme  des- 
produits, ce  qui  revient  à  écrire 


a,    X  +   S 

a,  œ  +  «3 


=  0, 


0, 
0, 


d'où  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  x^,  â?%  x,  1, 

I  «1  a^  a\  i  =  0, 

I  «1  «1  «'2  I  +  I  «1  ^2  «'1  I  •+   \'^i^'\  ('■'i  I 
I  a^  rt,  rt',  I  -f  I  «2  «1  ^'■^.  I  +  I  ^'•i  ^2  «'1  I 
i  «2  «2  tt'2  1=0; 

ces  conditions,  satisfaites  en  général  par  oc'  systèmes  de  valeurs 
des  a,  p,  Y,  doivent  l'être  ici  par  une  double  infinité,  donc  (en 
écrivant  (è,  c\  )  pour  h^  c\  —  Cy  h\,  etc.) 


M 


(C,  rt',)  (Ci«'..)    +    (^2^')) 

(aj^/'i)        {r',b'.,)-]-  {a,b\) 
(^  c\) 
(c,  a,) 
(a,  h\) 


(c,  rt'2) 

(rt.,  ^'2) 

f^,  c'2)  +  {b.,  c\)  ib,  c'2) 
ic^a'.:  -j-  (c,«',)  (c,  «'2) 
(«,  ^/,)+  («2^',)        (rt,^^',) 


=  0. 


Les  quinze  déterminants  D  à  quatre  lignes,  extraits  de  M, 
doivent  être  nuls;  mais,  si  les  coefficients  a,  b.  c  sont  fonctions 
non  homogènes  de  y,  z  par  exemple,  nous  savons,  pour  l'avoir 
vu  antérieurement,  que  la  matrice  donnée 

a^  X  -\-  a, 

a\x  -[-  a' 2 

s'annule  généralement  pour  oo'  points;  en  éliminant  x,  on  a 
00  1  points  (y,  3)  d'un  plan,  et  cette  variété  doit  s'exprimer  par 
une  équation  unique  A  =  0.  Les  déterminants  D  ont  donc  le- 
facteur  A  commun,  et  les  facteurs  non  communs  sont  tels  que  la 
variété  qui  les  annule  a  aussi  ses  points  sur  A. 

Il  s'agit  de  trouver  A  :  on  voit  d'abord,  en  prenant  dans  M 
les  trois  premières  lignes,  avec  une  des  dernières,  ou  vice  versa, 
apparaitre  un  facteur  commun 

{b,c\)  ib,c',)  -f  (^,  c',)  CO.c',) 
(c,  a\)  (c,  a'.,)  +  c,  a\}  c,  a\^ 
{a,b\)        {a,b':)  +  {n,  b\)        {a,b',} 

Et  les  facteurs  non  communs,  éléments  des  colonnes  extrêmes 
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de  M,  s'ils  s'annulent  tous,  annulent  aussi  le  déterminant  écrit 
en  dernier  lieu.  Celui-ci,  nous  le  verrons,  n'est  autre  que  le 
facteur  A  cherché  :  pour  le  transformer,  multiplions  par 
colonnes,  le  déterminant  précédent  et  celui-ci  : 


I  «1  a.,  a\  I  = 


nous  obtenons  comme  produit 


a, 


a.y 


a 


h       à,       b\ 


0 

^2  «1  a\ 

0 


I   cil    ^2  «'l   I 
I   «2   ^]  ^'3  ' 


I  a\  rti  a 
—    1  «2  ^h  «'1  ^    X 


0, 


I  «x  a. y  a' 2 1 

0 
I  a\  «2  a',  I 

I  «1  «3  a'i  I 
I  a\  rti  a',  I 


I  a\  «2  rt'2 1 


en  supprimant  le  facteur  précédemment  introduit   |  «j  a.^  a'j  | 
ou  —  I  «3  aj  l'i'i  I ,  on  trouve 


A  = 


I  Ui  a\  a.2  I         !  «1  a.i  a'2 1 

1  «1  «'1  «'2  I  i  <^\  '^^i  ^'2 1 


(nous  avons  changé  les  signes  des   éléments  de  la  première 
colonne). 

Montrons  que  A  divise  tout  déterminant  extrait  de  M  en 
prenant  deux  des  trois  premières  lignes  et  deux  des  trois 
dernières,  par  exemple  les  lignes  2,  ;>,  4,  5  :  multiplions,  J3«r 
colonnes,  le  déterminant  en  question  et  celui-ci  : 


=  {b^c\)  {a,b',); 


dans  le  produit,  changeons  les  lignes  en  colonnes  pour  la  facilité 
des  écritures  ;  voici  ce  produit  : 

—  rt,  (ôdy)    —  «,  {byc'.^)  +  I  a^aoci'i  1  —  a^  {b.^c\)    I  a^ a.a!.,  I  -  «,  (^^c'o) 


^ 

^<^ 

0 

0 

<^l 

c\ 

0 

0 

0 

0 

n. 

a'., 

0 

0 

'^ 

b'. 

0 
0 


a'iib.c'^) 
I  «artirt'.,  I  —  C2  («j/>'i)        I  «3a,a'2 1  —  C2  (rti'yg)  —  C2  («,^'1) 


—  rt'i'^iC'i)       I  a\a]a'.2 1  —  «',  {b^c'.J  —  a\  Jj.f\)     I  a\cha'. 


0 
0 

a\a\a'\  \  —  c"3(rti6'j   —  d,  {ajj'^)  +  I  ci'./c,a\  \  —  dç,{a.fi\)   —  d^{a.jy^) 

nous  pouvons  supprimer,  dans  les  colonnes  extrêmes,  les 
facteurs  {b^dy)  et  {a.^b'^)  introduits  pour  le  calcul,  puis 
retranclier,  des  colonnes  2  et  3  la  colonne  1   multipliée  par 


(^1  <^'a  )  +  (^^2  ^1  )  et  [b.j^  c'.,  ),  et  faire  des  opérations  analogues 
pour  les  dernières  colonnes  ;  enfin  ajouter  la  ligne  1  à  3  et  2  à  4, 
on  obtient 


—  «1 

!  Cil  '^■'  '^'''x  1 

1  Œy  a.i  a'.j  1 

0 

—  ch 

0 

1  a\  a\  a'I  | 
0 

0 
—  c, 

-  a\ 

0 

0 

-  C, 

et  ceci  est  le  produit  de  A  par  a\  c^  —  «i  c'.,. 

Ainsi  tous  les  déterminants  extraits  de  M  ont  la  forme  |j.  A  et 
si  tous  les  facteurs  [j.  s'annulent,  il  en  est  de  même  de  A,  car  la 
chose  a   été  constatée  pour  six  des  facteurs  p..  La  véritable 
.résultante  de  notre  élimination  est  donc  A  =  0. 

106.  Il  est  bon  de  soumettre  les  méthodes  générales  à  la 
pierre  de  touche  d'un  exemple  particulier,  comme  nous  l'avons 
fait  au  paragraphe  précédent;  car  elles  doivent  conduire  au 
résultat;  mais  dans  l'occurence,  le  calcul  a  été  long,  et  l'on  peut 
arriver  plus  vite  en  suivant  d'autres  chemins.  Nous  en  parle- 
rons dans  un  instant;  mais  auparavant  faisons  une  remarque. 

Les  trois  déterminants  extraits  de  la  matrice  considérée 
donnent  la  relation 

œ^  («1  b\)  +  ^  {(^1  à'2)  +  ^  (a-i  b\)  -|-  (a,  ô'.^)  =  0 

et  deux  analogues. 

Or  A  =  0  exprime  que  les  trois  couples  de  racines  de  ces 
équations  sont -e?*  involuHon,  et  nous  venons  de  voir  que  c'est 
aussi  la  condition  d'une  racine  commune.  Donc,  dans  cet  exemple 
particulier,  les  trois  couples  de  racines  ne  peuvent  former 
qu'une  involution  dégénérée  (l)  ;  de  plus,  par  exception  à  la  règle 
générale  d'élimination,  on  aurait  pu  conduire  le  calcul  du 
paragraphe  ci-dessus  en  faisant  précéder  la  matrice  d'une  ligne 
de  formes  de  degré  zéro. 

Les  conditions  d'existence  de  deux  racines  communes  aux 
trois  équations  en  œ  sont  que  le  déterminant 

A  =  I  (^,  c\)       {b,  c'3)  +  {b,  c\)       (b,  c'a)   ! 


(1)  Si  les  coefficients  a,,,  bo,  c^,  a'2,  b'.},  c'.^  sont  fonctions  linéaires  de  y, 
les  trois  déterminants  représentent  trois  coniques  par  trois  points  (non  par 
4),  formant  réseau  et  non  faisceau;  elles  ne  peuvent  pas  donner  une 
involution  sur  l'axe  des  x. 
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soit  de  rang  1.   Dans  ce  cas,  multiplions,   par  colonnes,  la 
matrice  nulle 

Il    (b^  c\)      {b,  cg  +  [b,  c\)    Il 
et  la  matrice  l]«i«3li;  il  vient 


0 

«2  «1   (l\ 


I  «1  a.,  a\  I 
!  a,  «1  rt',  i 


I  a^^  a.y  a\  ]- 


et  d'après  le  théorème  de  Bezout-Cauchy,  ce  produit  est  nul.  Une 
démonstration  analogue  réussit  pour  les  autres  éléments  du 
déterminant  A  sous  sa  forme  transformée, 

I  «1  a\  ^2  I         \  di  «2  rt',  I 


I  «1  a\  a'a  I 


a\  a,  «'2 1 


sous  cette  forme  donc  A  est  de  rang  zéro.  Réciproquement,  si 
les  quatre  éléments  de  ce  dernier  déterminant  sont  tous  nuls, 
les  mineurs  {biC\),...  sont  proportionnels  aux  mineurs 
(èic'2),  ...  et  aux  mineurs  (^2^1)'  •••  ^^  ceux-ci  proportionnels 
aux  mineurs  {b.^  c'o),  •..  ,  ainsi  A  sous  sa  première  forme  est  de 
rang  1. 

Enfin,  si  les  trois  équations  quadratiques  en  x  ont  une  infinité 
de  solutions  communes,  on  voit  aisément  que  A  sous  sa  première 
forme  a  tous  ses  éléments  nuls. 

107.  Passons  à  d'autres  méthodes  pour  éliminer  ,c  des 
relations 


«,  ^  +  «3        bi  a:  -\-  b.^        c^  ce  -[■  c^ 
a\  oc  4-  a'.j       b\  x  -\-  b'.^       c',  œ  +  c'.^ 


=  0. 


I.  En   faisant  précéder  la  matrice    d'une  ligne  d'éléments 
rtj,  &i,  C'i  et  en  développant  le  déterminant  obtenu,  on  trouve 

(1)  1  rt^  a^a\\x  -\-  \  «1  «2  ^^'2 1  ^  ^• 

Au  contraire,  en  intercalant  une  ligne  d'éléments  «\,  ^'1,  d^, 
et  en  développant,  on  trouve 

(2)  1  a^  a\  «'2  I  ^-''  -f  1  a-i  a\  a'.^  \  =  0. 

Si  la  matrice  initiale  s'annule  pour  une  valeur  do  x,  celle-ci 
vérifie  les  équations  (1)  et  (2). 

Réciproquement,   si  les   équations  (1)  et  (2)  ont  une  racine 
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commune,  celle-ci  annule,  comme  on  l'a  dit  à  diverses  reprises, 
soit  la  matrice  initiale,  soit  la  suivante 


a, 


^1 


(2i  X  -\-  a,        h]^  œ  -\-  b^ 


Cl  os  -\-  c.^ 


a\  X  -j-  a' 2       b\  X  +  ^'2       c\x  -\-  c\ 
or  X  disparaît  de  cette  dernière,  et  les  déterminants  qu'on  en 
extrait  sont 

1  a^  a.^  a\\  ,     \  a^  a.^  a'.,  I  ,     \  a^  a\  «',  1 ,     \  a.^  a\  a'.^  \  ; 

quand  ils  sont  tous  nuls,  nous  venons  de  voir  que  la  matrice 

initiale  admet  deux  valeurs  de  x. 

Ainsi  on  peut  remplacer  la  condition,  pour  la  matrice  initiale, 

d'admettre  au  moins  une  valeur  de  x,  par  la  condition  d'une 

racine    commune  pour  les  équations  (1)   et   (2),    et  celles-ci 

donnent 

1  «1  ^2  «',  I  _  1  a.,  a\  a' 2  \ 


X 


X   = 


1  rtj  «2  a' y  r         *"  I  «1  a\a'.2 1 

en  égalant  ces  deux  valeurs  de  x,  on  retrouve  A  sous  la  seconde 
forme  ;  ici  on  a,  non  seulement  la  condition  d'existence  d'une 
valeur  de  x,  mais  encore  cette  valeur  même. 

IL  Le  procédé  se  présentant   le    plus   naturellement  pour 
éliminer  x  de 


a■^  X  -\-  a-i        b^  X  -\-  b.,        Ci  x  -\-  c, 
a\  X  -j-  a'a       b\  X  -j-  b'.^       c\  x  -\-  c',. 


--   0 


X 


X 


consiste  à  supprimer  la  troisième  ou  la  seconde  colonne.  On  a 
ainsi,  en  écriture  abrégée, 

x''\ayb,\  +  X  (1  «1  ^^.,  1  +  1  «2  ^'i  1)  -+•  1  «2  ^2 1   '-  0. 
X''  1  «1  Ci  !  -\-  X  (1  «1  c^  1  +  I  a,  Cl  1)  +  1  rt^  c,  I   =  0. 

Multiplions   la   première  de    ces  relations  par   |  a^  Cj  |,    la 
seconde  par  |  a^  b^  I  et  soustrayons,  nous  obtenons 

_      —     I    ^2  ^2  I     •     I    i^l   c,    I     +     I    «2  ^2  I     •     I    «■   ^1    i 

■~  {\a,b,\-\-\a,  b,  |)  1  o,  c,  |  -  (|  a,  c^  1  +  |  rt^  c^  1)  |  a,  b,  \ 

Au  contraire,  en  multipliant  par    1^2^2  1  ^^  I  <^2  ^2  1'    0°  ^ 
de  même 

_^    (1  rti  ^^2  I  +  I  C'-'^^  I)    I  Q^->  C2  I    —   (i  ^^1  C,^  I  +  I  a-i  Cl  I)    I  ^2  (^■^  I 
—    1  «1  ^1  I    •    I  «2  ^2  I    +    I  «I  Cl  I   •    1  «2  ^2  I 
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Eq  égalant  ces  deux  valeurs  de  x,  on  a  la  condition  cherchée 
sous  la  forme  d'un  déterminant  D  assez  encombrant  et  que  nous 
n'écrivons  pas.  Si  D  est  nul,  ou  bien  la  matrice  initiale  s'annule 
pour  une  valeur  de  x,  ou  bien  les  éléments  de  la  première 
colonne,  a^X'\-a^  et  d-^x-^ci!.^  s'annulent  pour  une  même 
valeur  do  x,  et  alors  a^  a'.^  —  a.^  a\  =-  0. 

Or,  si  l'on  prend  le  déterminant  A  sous  la  forme 

I  a.,  a\  «'2 1        1  «'2^1  «3 1 
I  a\  a\  «',  I        I  a\  a^  a^  | 

•et  qu'on  fasse  la  mulliplicalion  par  lignes  avec 


«1 
a. 


a 

a'. 


on  trouve  pour  premier  élément 

«1  1  a,  a\  a'2  \  —  n\\  «2  ^i  ^'2 1 

ou  développé 

«2       «,  ri\  —  a\  n^       a' 2 
b.,       rt,  //i  —  a\b^       b'^l 

C.y  (Il     C  -i        ^^      C'    ]     C  j  C  2 

qui  se  réduit  à  |  «,  ^1 1  •  |  «2  c J  —  1  «i  cj  •  |  a^  h^  \  ou  au  pre- 
mier élément  du  déterminant  D. 
Pour  le  second  élément, 

a2  I  a^  a\  a\  (  +  a'2 1  ci' 2  «1  «2 1  ^ 


a., 

«2  «  1  —  a '2  cil 

^. 

«3  ^'i  —  «'3  bi 

(^2 

a,c\  —  rt'aC, 

«2 

b\ 


1  «,  a,  I  .  \b,c,\  -\-  \a,bi\  •  \  a,c,\  -  \a,c,\  •  \a,b,\; 

mais  d'après  une  identité  connue  (de  Pappus),  on  peut  remplacer 
le  premier  produit  \  a^a-^]  ■  Ib^c^l  par  |  a,  ^3 1  •  I  «2  Cg  I  + 
I  a,  C2 1  •  I  b.^  «2  i  et  l'on  obtient 

\a,c,\  {\a,by\-\-\a,b,\)  -  \a,b,\  (\  a,c,\  +  \  ayC,\) 

■ce  qui  est  le  second  élément  de  la  première  ligne  du  déterminant 
D.  Même  vérification  pour  les  éléments  restants;  ainsi  la 
■condition  trouvée  jusqu'ici  est 
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et  pour  avoir  la  vraie  condition  chereliée,  il  faut  enlever  le 
facteur  parasite  (a-^  a\  —  a^  a\  ). 

Résultat  paradoxal  :  les  valeurs  trouvées  ici  pour  x  sont 
égales  à  la  valeur  plus  shnple  obtenue  dans  un  passage 
précédent  si 

«1  a'2  —  a\  a.2  diÔère  de  0      et  si       à  =  0  ; 

on  a  donc  une  fraction  ne  pouvant  pas  être  simplifiée  dans  le  cas 
général,  mais  seulement  dans  des  circonstances  exceptionnelles. 
Voici  l'explication  du  paradoxe  :  la  valeur  simplifiée  de  r 
étant  m  :  n,  une  des  valeurs  trouvées  à  Tinstant  a  pour 
expression 

(ma^  -{-  7n'a\)  :  (n  a^  -{-  n'a\), 

le  déterminant  A  étant  désigné  en  abrégé  par 


or 


m 

n 


m 

n 

na. 


m 

n' 


m'a't 


=  a\^ 


^1    +  n'a\  ' 

et  ce  produit  s'évanouit  si  A  ou  a\  s'annule.  Même  vérification 
pour  l'autre  valeur. 

108.  Enfin,  pour  résoudre  le  même  problème,  nous  avons 
autrefois  employé  le  procédé  suivant.  Appelons  p  le  rapport  des 
éléments  de  la  seconde  ligne  à  ceux  de  la  première  dans  la 
matrice  initiale.  Nous  aurons  la  relation  bilinéaire 

et  deux  analogues. 

Multiplions-les  par  x  :  nous  aurons  en  tout  six  lelations 
linéaires  non  homogènes  en  p  x'^,  p  x,  x^,  p,  x,  compatibles  entre 
elles  si  la  matrice  initiale  admet  une  valeur  de  x,  donc 


A  = 


a, 


(i. 


b,        b\ 


a. 


«. 


a 


h       à\ 


a, 
c. 


a., 
c'.. 


0; 


en  développant  par  le  théorème  de  Laplace,  on  retrouve  A  sous 
sa  deuxième  forme. 
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Réciproquement,  si  ce  dernier  déterminant  est  nul,  il  j  a  une 
même  relation  linéaire,  à  coetïïcienis  À,  ijl,  v,  X',  u.',  ■/  non  tous 
nuls  (par  exemple  •/'  diftère  de  0)  entre  les  éléments  de  chaque 
colonne.  En  multipliant  les  six  relations  ainsi  obtenues  par 
P  a-,  orr,  p  ^,  p,  iT,  1  et  additionnant,  on  a  l'identité 

(>^  a?  -L  >')  (a^  p  X  -{-  a\  X  -f-  <'J'2  -  -f-  a'a) 
+  {v-  -r  +  !^')  (Jb,  ?  X  +  b\  X  -'-  b,  p  +  h\) 
4-  (v  ^  +  v'  )  (Cj  p  â:  +  c',  iC  4-  C,  'r  ^-c!%)  =  0  ; 

or,  les  deux  polynômes  a^^x-^,..  et  &ip.^+...  ont  deux 
systèmes  de  racines  communes  p,  x\  ils  annulent  le  produit  des 
deux  dernières  parenthèses,  et  ne  peuvent  annuler  ^)  x-\-'»\  car 
cette  expression  n'admet  qu'une  valeur  de  x  et  à  celle-ci  ne 
répond  qu'une  valeur  de  p. 

C'est  cette  dernière  méthode  qui  paraît  devoir  se  généraliser 
le  mieux  pour  les  matrices  plus  compliquées,  comme  on  verra 
plus  loin. 

Et  d'abord  elle  s'étend  immédiatement  au  cas  d'une  matrice 
de  deux  lignes  et  d'un  nombre  quelconque  de  colonnes.  Pour  la 
facilité  changeons  un  peu  la  notation  ;  soit  donc  à  éliminer  x  des 
relations 


Ui  X  -j-  bi 
Ci  X  -j-  ai 


[i  -=1,2,  3,...,  n  >■  3); 

on  a  les  relations  bilinéaires 

(Il  ai  '^  X  -\-  hi  0  -\-  Cl  X  -j-  di  =■  0. 

Si  ces  équations  sont  satisfaites  pour  un  système  au  moins  de- 
valeurs  de  p  et  X,  on  a 

M  =  \\    ai        bi        Cl        cU    ,  =  0         {i  =  1,  2,  ...  n). 

De  plus,  en  prenant  trois  quelconques  des  n  colonnes,  on  peut 
éliminera?,  ce  qui  donne 

(2)  "    {abc)  {bcd)  —  {ahd}  [acd)  =  0, 

où  les  indices  prendront  toutes  les  combinaisons  trois  à  trois  des 
nombres  1,  2,  ...  n. 

Réciproquement,  si  M  est  nulle,  mais  de  rang  3,  on  peut 
résoudre  trois  des  équations  (1)  linéaires  en  p  ^,  p,  ^,  par 
exemple  les  trois  premières,  et  si  la  relation  correspondante  (2). 

12 
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■€st  satisfaite,  les  trois  premières  équations  (1)  sont  vérifiées 
pour  un  même  système  de  valeurs  de  p  et  a?  et,  à  cause  de  M  =0, 
les  autres  égalités  (1)  sont  aussi  satisfaites. 

Si  M  est  de  )^ang  2,  on  peut  résoudre  deux  des  équations  (1)  ; 
ailles  donnent  deux  systèmes  de  racines  p,  œ  et  ils  vérifient  les 
autres  égalités  (1). 

Si  M  est  de  7'ang  1,  on  peut  résoudre  une  des  équations  (1) 
et  les  oo  systèmes  (p,  œ)  qui  la  vérifient  satisfont  aussi  aux 
autres.  Enfin  si  tous  les  coeflîcients  a,  b,  c,  d  sont  nuls,  les 
équations  (1)  admettent  toutes  les  valeurs  de  p  et  x. 

Dans  ces  trois  derniers  cas,  les  relations  (2)  sont  évidemment 
satisfaites. 

Bref,  les  conditions  pour  une  racine  commune  x  au  moins 
sont  ïintersection  2'>artielle  de  A/  =  0  avec  une  des  relations 
(2),  savoir  celle  qui  correspond  à  une  matrice  partielle,  non 
nulle,  à  trois  lignes,  extraite  de  M.  Ces  conditions  sont 
exprimées  par  l'équation  M  =  0  avec  toutes  les  relations  (2). 

Quand  n=  4,  M  est  un  déterminant,  et  si  les  coefficients 
a,  b,  c,  d  dépendent  de  trois  coordonnées  dans  l'espace  ordinaire, 
on  a  une  courbe,  intersection  partielle  de  deux  surfaces 
algébriques.  Eu  particulier,  si  les  a,  b,  c,  d  représentent  des 
plans  de  l'espace  à  trois  dimensions,  pour  cliaque  valeur  de  x, 
la  matrice  initiale  représente  un  groupe  de  quatre  points  (voir 
notre  premier  cliapitre),  et  tous  ces  oo^  quaternes  sont  sur  une 
courbe  gauche  intersection  partielle  d'une  surfaceMdu  quatrième 
ordre  et  d'une  autre  du  sixième.  Dans  ce  cas,  en  appelant 
\  A  B  C  D\  le  déterminant  conjugué  de  \  ab  c  d  \,  les  équations 
•des  deux  surfaces  sont 

M  =  0,        Ai  Ih  =  Bi  Ci  (^  =-  1,  2,  3,  4) 

Justifions  et  précisons  l'expression  «  intersection  partielle  « 
■dans  le  cas  de  n  =  4  et  des  formes  linéaires  à  quatre  variables 
homogènes,  pour  fixer  les  idées.  La  relation  (2)  relative  aux 
trois  premières  lignes  de  M  par  exemple  représente  une  surface 
.Sg  ayant  une  courbe  double  du  sixième  ordre,  savoir 


18 


=  Il    ai        bi       Ci       di    il  =  0,        (i  =  1,  2,  3) 


cette  courbe  est  simple  pour  la  surface  Af  =0.  Pour  un  point 
des  deux  surfaces,  extérieur  à  yg,  il  y  a,  comme  on  vient  de  le 
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montrer,  un  syslème  de  valeurs  de  œ  et  p  vérifiant  les  quatre 
équations  (1).  Mais  pour  un  point  de  Yq,  la  matrice  des  trois 
premières  lignes  de  M  est  nulle,  donc  M  s'évanouit  quelle  que 
soit  sa  dernière  ligne  et  les  deux  (au  moins)  systèmes  de  valeurs 
de  :v  et  p  qui  vérifient  les  trois  premières  équations  (1)  ne 
satisfont  pas  nécessairement  à  la  quatrième.  De  l'intersection 
de  Sq  et  M,  il  faut  donc  défalquer  la  courbe  y^  comptée  double. 
Reste  une  lisne  du  douzième  degré. 

Quand  )i  =  4  et  que  les  formes  a,  b,  c,  d,  ...  sont  linéaires  à 
cinq  variables  homogènes  x^,  cc.2,  oo.^.  .r^,  t.  la  matrice 

;    ax        bx        Cx       dx 
a'x       b'x       c'x       d'x 

représente  la  courbe  rationnelle  d'ordre  quatre  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions  ;  l'élimination  de  x^  donne  la  projection  de 
cette  courbe  dans  l'espace  ordinaire,  donc  une  c^  rationnelle  ; 
M  =0  est  la  quadrique  unique  contenant  c^,  et  les  relations  (2) 
représentent  quatre  surfaces  cubiques  circonscrites. 

109.  A  propos  du  problème  résolu  à  l'instant,  considérons  la 
matrice  du  triangle, 

V  a-x-\-  a.,  y  -\-  a,      A,  œ  -\-  h.-,  y  +  h^      c,  x  +  c.  y  -\-  c. 
Il  a'i  ^  +  «',  U  -\-  <3     à\  X  +  h'.,  y  +  h\     c\  x  +  c',y  -\- 


nous  l'appelons  ainsi  parce  qu'elle  s'annule  en  général  pour  trois 
systèmes  de  valeurs  de  x,  y,  c'est-à-dire  pour  trois  points  du 
plan.  Il  s'agit  de  savoir  quand  ces  points  sont  confondus  ou 
quand  ils  sont  en  nombre  infini. 

A  la  seconde  question  se  rattache  ce  résultat  de  notre 
mémoire  couronné  de  1913  (nous  renvoyons  à  notre  chapitre 
suivant  pour  la  démonstration)  :  la  variété  représentée  ijeut 
dégénérer  en,  un  point  et  une  droite,  —  une  droite 
seule,  —  une  conique  {ou  deux  droites),  —  tous  les  points 
du  plan. 

Occupons-nous  donc  de  chercher  quand  les  points  représentés 
sont  réduits  à  deux  ou  un.  Ecrivons  les  deux  tableaux  {-) 


a, 

a. 

(h 

i     a\ 

a'.. 

a'.. 

^ 

bl 

à. 

à'] 

^'2 

à\ 

t-'i 

Ci 

Ci 

(    o\ 

c'. 

C':i 
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Si  l'on  a,  pour  tous  les  couples  d'élémenis  liomologues  des 
deux  tableaux  (■:), 


0 


a,        a,       ...     ^, 
a\       a\      ...     b\ 


la  matrice  T  s'annule  évidemnpcnt  pour  tous  les  points  du  plan. 
Si  ensuite  la  proportionnalité  existe  entre  les  éléments  des 
tableaux  {-)  colonne  par  colonne,  c'est-à-dire  si 

"ly  t  ^/       1    =    0  (i=:=    1,2,3). 

Cl  I  0  t  C  ;     i  t 

la  matrice  (T)  s'annule  pour  les  points  à  lintini  des  axes  et  pour 
l'origine  (ou  pour  les  trois  sommets  de  triangle  de  référence  si 
l'on  remplace  x,  y  par  des  variables  homogènes),  donc  pour  trois 
points  distincts,  ou  peut-être  pour  une  infinité  de  points. 

Supposons  donc  enfin  que  deux  colonnes   liomologues   des 
tableaux  {-.)  ne  soient  pas  proportionnelles  et  que  par  exemple 

(«1  ^j)  --=  I     '^'        h'     I  diffère  de  0. 
I     ^*  1       ^  1    l 

L'évanouissement  de  (Tj  équivaut  à 

(     P  (a,  X  -\-  a.^i/  -\-  rtg)  +  a\  x  -{-  a'^y  -{-  n\  =  0, 

{t)  ^[b,x-\-b,y  +  -b,)^b\x  +  b',]j  ^  b',=  Q, 

i    p  (Cj  a:  -(-  c,  y  -\-Co)  +  c\x  +  c'2  y  +  c'.j   =  0; 

(on  peut  remplacer  p  par  p  :  a  si  l'on  veut  éviter  l'infini)  ;  en 
multipliant  les  équations  [t)  respectivement  par  {by  c\  \  (c^  a\  ), 
(«1  b\  )  et  ajoutant,  on  obtient  une  équation,  qui,  d'après 
l'hypothèse  («j  b\  )  difitère  de  0,  peut  remplacer  la  troisième 
des  équations  [t]  : 

P  i/  I  a,  ai  a',  I  -j-  p  |  a.^  a^a\\  -\-  y  \  a'.;,  a,  a\\  ^  \  a\  a,  a\  |  -=  0,. 


1°  Si  le  déterminant 
M  = 


I  «2  a,  a\  I        I  «3  a,  a\  \ 
I  a',  «1  a\  I         I  rt'j  a,  rt',  I 


difîèrede  zéro, l'équation  précédente  définit  une  transformation 
linéaire  de  pen?/;  appliquée  à  l'équation  cubique  en  0  qui 
résulte  de  l'élimination  de  ^  et  _^  entre  les  équations  {t),  cette 
transformation  doit  fournir,  à  un  facteur  constant  près, 
l'équation  cubique  en  y  résultant  de  l'élimination  de  x  dans  la 


/ 
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matrice  (Tj,  élimination  faite  d'après  le  paragrapiie  précédent; 
€t  vice-versa. 

2°  Si  ce  déterminant  est  nul,  la  relation  entre  p  et  y  prend  la 
forme  : 

consi.  (p  -^  eonst.)  (^ -|- *^on*f-)  ="  '^ 

et  se  vérifie  pour  une  valeur  de  p  avec  toute  valeur  de  y  et  pour 
une  valeur  de  y  avec  toute  valeur  de  p  ;  cette  valeur  spéciale  de 
P,  portée  dans  les  deux  premières  équations  {t)  donne  en  général 
un  système  de  valeurs  àQ  x  eiy,  et  la  valeur  spéciale  de  y  donne 
de  même  deux  valeurs  de  p  et  x.  Donc,  en  général,  dans  ce  cas, 
il  y  a  trois  valeurs  de  p  et  seulement  deux  de?/;  quant  aux 
exceptions,  ce  ne  peut  être  que  pour  toute  valeur  de  p  et  alors 
les  coefficients  de  l'équation  cubique  en  p  sont  tous  nuls;  ou  bien 
il  y  a  une  infinité  de  points  {x,  y)  pour  une  même  valeur  de  p, 
circonstance  à  examiner  maintenant. 

Si  une  valeur  de  p  répond  à  une  infinité  de  points,  pour  cette 
valeur  de  p  les  trois  équations  {t)  représentent  la  même  droite, 
et  le  déterminant 

R  =  \     p  a?  +  a'i      p  ht  +  ht       p  Ci  ^  c'i    \     [i  =  1,2,  3) 

est  de  rang  1  ;  d'où  en  particulier 

Il    p  ai  +  a'i      p  ht  +  b'i      p  ci  -f  c'i    \\  =  O        {i  =  i,  2) 

d'après  un  passage  précédent  on  tire  de  là  deux  valeurs  de  p  qui 
doivent  être  égales, 

_  I  g,  g']  g'g  I  _  I  a\  a.,  a\_  \  . 

I  a^  rt'i  «3  f  1  rt,  rt,  rt'j  I  ' 

on  en  trouve  quatre  autres  en  choisissant  autrement  les  lignes  du 
déterminant  R  et  l'on  a  enfin 

^1  a',  a'-,  I  I  aj  a'i  a'.,  i  |  a^  a,  a'^  |  I  a!^  a^  a'.,  [  I  a';,  a,à.^  1  I  a'.j  a,  a'g  | 
«1  a'i  al  I  1  a,  a^  a,  [  |  a^  a,  à.^  I  |  a,  a,  a  ,  |  \  a^  a,a i\  \  a,  a^  a'g  \ 

la  matrice  partielle  obtenue  en  ne  prenant  que  les  quatre 
premières  de  ces  six  colonnes  s'évanouit  en  même  temps  que  la 
matrice  totale,  à  cause  de  l'hypothèse  (a,  b\  )  diffèrent  de  0, 
donc  aussi 

Il    ^,1       î^;        ^l    „  difière  de  0. 
car  si  les  colonnes  2  et  3  du  déterminant  R  sont  proportionnelles 


=  0 
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à  la  colonne  1,  sans  que  celle-ci  s'évanouisse,  les  colonnes  2  et  3 
sont  aussi  proportionnelles  entre  elles. 

Si  l'on  avait  conduit  le  calcul  dans  l'hypothèse  où  ||  at  a'i  \\ 
diÔère  de  0,  on  aurait  dû  traiter  le  déterminant  R  par  lignes, 
et  non  par  colonnes  et  l'on  serait  arrivé  aux  conditions 
suivantes  exprimant  que  la  matrice  initiale  admet  une  infinité 
de  points  [x,  y)  pour  une  même  valeur  de  p, 


{aa'b  )      {a  bb')      {acvc  )      {a  ce') 
{aa'b')      {a'bb')      [aa'c')      {a'cc) 


=  0. 


Il  nous  semble  peu  util*;  de  rechercher  ici  les  conditions  de 
dégénérescences  ultérieures;  il  nous  suffit  de  savoir  (voir  notre 
chapitre  suivant)  que  dans  ces  dégénérescences,  les  coefficients 
de  l'équation  cubique  en  p  sont  tous  identiquement  nuls.  Cette 
équation  R  =  0  peut  être  développée  dans  le  sens  des  lignes  et 
des  colonnes,  et  s'écrire 

p3  I  rt,  a.,  «3 1  4-  p-  [|  rt,  a,  a'g  I  +  1  «i  «'2  «3 1  +   I  «'1  «2  «3  11 

+  P  [I  (h  «'2  «3 1  +  I  «'1  «.  ^^3  I  +  I  «'1  ^'2  %  I] 

+  I  a\  a',  a',  |  =  0, 
ou  bien 

p3  (abc)  -f  p-  [{abc')  +  (ab'c)  +  (a'bc)] 

+  Piiab'c')  +  {a'bc')  +  {a'b'c)]  +  {a'b'c')  =  0(t). 

Si  les  équations  {t)  sont  vérifiées  simultanément  par  deux 
systèmes  seulement  de  valeurs  de  p,  œ,  y,  l'équation  en  p  n'a 
que  deux  racines,  donc  elle  a  une  racine  double;  réciproquement, 
si  cette  équation  a  une  racine  double,  les  relations  (t) 
représentent,  pour  cette  racine  double,  trois  droites  qui  ont, 
en  général,  un  seul  point  commun,  ou  exceptionnellement 
coïncident;  et  cette  dernière  circonstance  a  été  examinée. 

Pour  que  la  matrice  {T)  représente  trois  poi^its  dont 
deux  confondus,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le 
discriminant  A  de  l'équation  en  p  s'évanouisse,  et  que  les 


(1)  Ces  deux  écritures  sont  bien  identiques,  car  évidemment  {abc)  ^ 
i  ai  0203  I,  et  par  ex.  le  coefficient  de  0^  dans  les  deux  polynômes  est  le 
résultat  du  procédé  t'Olaire  appliqué  à  la  fonction  {abc)  de  neuf  variables 
combinée  avec  neuf  nouvelles  variables  a'i,  è'i,  c'i,  a'2,  ..  ;  ce  procédé 
polaire  s'effectue  indifféremment  par  lignes  ou  par  colonnes. 


0  = 
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conditions  pou?'  une    infinité   de  points  ne   soient  pas 
satisfaites. 

Avec  la  même  restriction,  voici  les  conditions  pour 
que  les  trois  points  soient  confondus  en  un  seul, 

3  I  a,  a.,  «3 1 
1  «1  a-i  (f''z  I  +  I  «1  «'2  «3 1  +  1  «'1  «2  «3  I 
1  «1  «2  ^'3  I  +  1  «.  '^'2  «s  I  +  I  «'1  «2  «3  I      I  «:  «'2  "'3  1  +  1  «':.  «2  a  3  I  +  l  ^<^'i  «'2  «3  1 
i  «1  a',  «'3 1  +  i  (^\  «2  «'3 1  +  l  «'1  «'2  «3 1  ^  I  (^'i  «'2  «3 1 

car  l'équation  en  p  a  une  racine  iripk . 

Signalons  ici,  comme  sujet  de  travail,  l'application  de  ces 
résultats  à  des  systèmes  doublement  infinis  de  triangles  obtenus 
en  introduisant  deux  paramètres  variables  dans  la  matrice  du 
triangle,  ou  par  exemple  aux  congruences  de  triangles  obtenues 
par  section  plane  d'une  congruence  de  cubiques  gauches, 
notamment  des  deux  congruences  de  cubiques  gauches  auxquelles 
nous  avons  consacré  des  cliapitres  précédents  du  travail  actuel. 

Terminons  par  une  remarque.  Si  de  la  matrice  {T)  on  élimine 
œ  comme  il  est  explique  dans  le  paragraphe  ci-dessus,  on  obtient 
une  équation  cubique  en  y,  telle  que 

Ey  =  2/3  [|  «,  a,  a\  I  •  I  «;3  a\  a'.^  I  —  I  «i  fh.  ^^'1  I  •  I  «1  ol\  «'2  11 
-f  y-  5  +  ?/  C  +  [|  «1  «3  a\\  •  I  «1  a-,  a'.,  \  —  \a^  a-,  a'.^  |  •  1  «1  ^'i  a'^  |]  -  0: 

B  étant  la  forme  polaire  du  coefficient  de  ?/^  l'onction  des  six 
variables  a.^,  b.,,  c.,,  a'.^,  b%,  c\,  combinées  avec  six  nouvelles 
variables  ^3,  ^^3,  C3,  a'3,  h\,  c\,  et  C  ayant  une  signification 
analogue. 

Or,  cette  équation  en  y  ne  peut  pas  nous  renseigner,  comme 
celle  en  p,  sur  les  cas  de  coïncidence  des  points  T,  puisque 
l'équation  en  y  peut  avoir  une  racine  double  sans  que  deux 
points  7  coïncident.  On  le  voit  encore  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  a  en  même  temps, 


a,       a\ 


diffèrent  de  0    et    M  diflèrent  de  0, 


une  des  équations  {t)  peut  être  remplacée  par  la  relation 
bilinéaire  en  p  et  y,  et  celle-ci,  puisque  3/diflèredeO,  est  une 
transformation  légitime  de  p  en  ?/;  appliquée  à  l'équation  en  0, 
elle  donne  une  équation  cubique  en  y  à  coefficients  du  douzième 
ordre  en  a,b,  c,  ...  Cette  équation  doit  être  identique  à  Ey.  F^,. 
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OÙ  i'e  désigne  un  polynôme  du  sixième  degré  en  a,  h,  c,  ...  Le 
discriminant  de  celte  nouvelle  équation  en  tj  est  égal  au 
discriminant  Z)y  de  Ej/  multiplié  par  {Fq  y,  puisque  tous  les 
coefficients  sont  multipliés  par  F^.  D'autre  part,  d'après  la 
théorie  des  invariants,  le  discriminant  de  l'équation  p  transformée 
en  y  est  égal  à  celui  Dp  de  l'équation  primitive  multiplié  par  la 
sixième  puissance  du  module  M  de  la  transformation,  donc 

/>v  {F,Y  =  D,  .  M'^  ; 

si  donc  Dj/  est  nul,  c'est  que  Dp  ou  M  s'évanouit,  résultat  trouvé 
plus  haut.  Pratiquement,  l'équation  en  y  est  donc  moins  utile 
que  l'équation  en  p. 

En  passant,  à  titre  de  curiosité,  voici  un  autre  exemple  plus 
simple  d'identité  obtenue  quand  on  élimine  l'une  ou  l'autre 
variable  d'un  système  d'équations  :  soient 

axy  -{-  bœ  -{-  c  y  -{-  d  =0, 
a'ory  +  b'x  -\-  c'y  -\-  d'  =^0; 

en  éliminant  œ  on  obtient 

y-  {ca'  —  ac'}  +  y  {cl/  —  bc'  +  du'  —  ad) 
+  db'  —  bd'  =  0, 

et  la  condition  de  racines  égales  est 

(1)  4  {ca  —  oc')  {db'  —  bd')  -  {cb'  —  bc'  +  da'  —  ad  )- 
si  l'on  élimine  y,  on  trouve  pour  la  même  condition, 

(2)  4  {ba  —  ab')  [de'  —  cd')  -  {da'  —  ad'  +  bc'  —  cb')-  ; 

les  conditions  (1)  et  (2)  sont  équivalentes  ;  on  le  contrôle 
a  postoHori,  car  la  différence  des  seconds  membres  est 
4  {cb'  —  bc')  {da'  —  ad),  qui  est  aussi  la  différence  des  premiers 
membres  en  vertu  d'une  identité  connue  de  la  théorie  des 
invariants  des  formes  binaires,  (Cf.  notre  article.  Conséquences 
diverses  d'une  formule  d'algèbre.  L'Enseignement  mathé- 
matique 1908). 

110.  Soit  ensuite  à  éliminer  x  d'une  matrice  de  douze 
formes  linéaires, 

ax  +  b      dx  4-  //      a"x  +  b"      a"'x  +  b'" 

ex  -f  d      c'x  +  d'      c"x  +  d'      c'"x  +  d'"       -  0; 

ex  -^  f      éx  -\-  f       e"x  +  /"       e"x  -^  /'" 
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-on  en  déduit  la  relation 

<1)  p  ajc  ^  p  l>  -\-  :!  ex  -{-  ''  d  -\-  ea:  -{-  t  =  0 

et  trois  analogues.  Muliiplions-les  par  x  et  x-  ;  nous  aurons 


douze    égalités    linéaires    homogènes 


en     p  a;%  px-,  p  x,  p, 


^x^,  <3X-,  <yx,  T,    x^,  x~,  œ,  1,   satisfaites  par  des  valeurs  non 
toutes  nulles,  donc 
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=  0. 


Réciproquement,  si  ce  déterminant  est  nul,  il  y  a  une  môme 
relation  linéaire  entre  les  éléments  des  colonnes.  En  multipliant 
par  p^3,  px-,  px,  etc.,  et  additionnant,  on  a  une  identité  telle  que 

'(2)    '^  {p  ax  -\-  p  b  -\-  <^  ex  -\-  :!  d  -\-  ex  -\-  f) 

où  par  exemple  a,  p,  y  ne  sont  pas  tous  nuls.  Si  les  trois  der- 
nières relations  (1),  pour  une  certaine  valeur  de^c,  représentent 
une  seule  et  même  droite  en  p  et  t,  la  première  équation  (1) 
représente,  pour  la  même  valeur  de  x,  une  autre  droite  ayant 
au  moins  un  point  commun  avec  la  précédente,  et  les  quatre 
équations  (1)  sont  compatibles.  Dans  le  cas  contraire,  on  peut 
résoudre  deux  des  trois  dernières  relations  (1)  ;  elles  donnent 
p  et  (T  en  fonctions  rationnelles  de  x  et  en  substituant  dans 
l'identité  (2),  on  est  ramené  à  une  identité  de  la  forme 

+  {!x'a^3  +  ...)  (a':c-^  +  3'^  +  Y  )  =0; 

la  seconde  parenthèse  ne  peut  avoir  trois  racines  communes 
avec  \i^x^  -\- ...  ,  donc  il  y  a  au  moins  une  racine  commune  à 
\y.x^  -{-  ...  et  [jL'a?3  +  ...  ;  si  la  première  parenthèse  se  réduisait 
-au  second  degré,  le  premier  produit  serait  du  quatrième  degré. 
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et  \t.'œ^  +  •••  du  second  ou  a'^-  -]-••.  du  premier  ;  donc  encore- 
une  racine  commune,  peut-être  infinie,  en  œ,  pour  [a^^  +  •••  et 
\}.'x^  +  •..  ;  derechef  les  quatre  relations  (1)  seraient  compatibles. 
On  peut  éliminer  de  même  œ  d'une  matrice  à  l  lignes  et  ^  -|-  1 
colonnes  d'éléments  linéaires  et  même,  en  imitant  un  passage- 
antérieur,  d'une  matrice  à  l  lignes  et  l  -\-  k  colonnes  (i). 

111.  Enfin  pour  prendre  un  exemple  où  les  formes  ne  sont 
pas  toutes  linéaires,  soit  à  éliminer  ^r  de 


aœ-  -\-  bœ  -{-  c     mx  -\-  n      px  -\-  q 
(XX-  -j-  Vx  -j-  C      m'x  \-  n'     p'x  -\-  q' 

on  aura  les  relations 


=  0; 


0, 


I  P  ax-  -\-  ç,  bx  -\-  ^  c  -{-  n'x-  -f  b'x  +  <^'  ■ 

(1)  '  p  mx  -]-  p  n  H-  7n'x  +  ^-'  =  0, 
»                ?P  -T^  +  ?  '1  +  p'  ^  -V  Q'                =0  ; 

multiplions  la  première  par  x,  les  deux  autres  par  x  eix"  :  nous 
aurons  en  tout  huit  équations  homogènes  en  p  x'^,  p  x-,  p  x,  p,. 
x^,  X-,  X,  1  ;  donc  le  déterminant  des  coefficients  s'éVanouit. 

Réciproquement,  si  ce  déterminant  est  nul,  on  a  une  même 
relation  linéaire  entre  les  colonnes  ;  en  multipliant  par 
px^,  px^,  p  X,  p,  x^,  x^,  T,  1  et  a-dditionnant,  on  a  l'identité 

i  (p  ax'  -\-  p  bx -\-  ?  c -{-  a'x"-  +  b'x  +  c')  {o^x-\-  ?) 

(2)  <  4"  (p  mx  -\-  pn  -\-  m'x  -\-  n')  (X  x-  -\-  [x  x  -{-y) 

(  +  (?  P  ^  +  ?  ^  -h  p'  ^  +  î')  (^'  ^'  4-  !^'  «'^  -1-  -0  =  0 

où  les  trois  seconds  facteurs  ne  sont  pas  identiquement  nuls  : 
1°  si  c'est  a^  -j-  j3  qui  n'est  pas  identique  à  zéro,  les  deux  valeurs- 
de  p  et  X  qui  annulent  pmx-\-...  et  ppx -]-..,  annulent  le 
premier  produit,  et  une  seule  valeur  de  x  annule  aie  -j"  ?  donc- 
un  système  au  moins  annule  pax--\~...;  2°  si  c'est  lX'-\- 
,},x-\-''  qui  n'est  pas  identique  à  zéro,  les  trois  systèmes  qui 
annulent  p  ax-  +  •••  et  ppx  -\-  ...  annulent  le  second  produit  et 
deux  seulement  peuvent  annuler  le  second  facteur,  etc.  Pour 
plus  de  précision,  on  peut,  comme  au  paragraphe  précédent^ 
transformer  l'identité  (2)  en  une  identité  en  x. 


(1)  Exercice,  Eliminer  a;  et  y  de 

-  0        (i  =  ],?,  3.  4) 


a'ix  -\-  b'iy  -j-  c'i 


CHAPITRE  X. 

Variétés  algébriques  de 
dimensions  exceptionnelles 

112.  Un  système  d'équations  algébriques  définit  un  ensemble 
de  variétés  algébriques  dont  la  dimension  la  plus  élevée  soit  ô. 
Le  problème  suivant  se  pose  fréquemment  dans  les  applica- 
tions (l)  ;  combien  de  relations  (et  lesquelles)  doit-il  exister  entre 
ies  coefficients  pour  que  la  variété  complexe  représentée  soit 
de  dimension  supérieure  à  5?  Le  cas  particulier  où  le  système 
d'équations  est  extrait  d'une  matrice  constitue  un  de  nos  quatre 
énoncés  de  1913. 

Ni  le  problème  général  ni  le  cas  particulier  n'ont  été  résolus 
jusqu'ici.  Indiquons  seulement  dans  quel  sens  on  peut  pousser 
les  recherches,  en  résolvant  quelques  exemples  très  simples. 

Nous  cherchons  d'abord  les  couples  de  courbes  planes 
ayant  une  infinité  de  points  communs. 

Deux  équations  à  deux  variables,  respectivement  d'ordre  m  et 
n  {m^  n)  représentent  deux  courbes  dans  un  plan.  Pour  que 
la  première  contienne  la  seconde  comme  partie  intégrante,  il 
faut  un  nombre  de  conditions  égal  à 

?i  (n  —  3) 
mn > 

car  on  peut  multiplier  l'équation  de  la  seconde  par  une  forme 
d'ordre  m  —  n  k  coefficients  inconnus;  le  nombre  de  ces 
coefficients  homogènes  est 

-  {m  —  n)  {m  —  n  -{-  '3)  -\-  1  ; 


(1)  Notamment  dans  le  problème  général  des  bisécantes  singulières  des 
congruences  de  cubiques  gauches  (voir  notre  mémoire  couroimé  1913). 
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alors  les  deux  équations  sont  identiques,  ce  qui  implique 
-  m  (m  +  3)  -(-  1  conditions  et,  après  élimination  des  coeffi- 
cients inconnus  qui  interviennent  au  premier  degré,  il  reste 

-  m  (m  +  3)  +  1  —  ~  {ni  —  n)  {m  —  n  -\-  ■))  —  1  = 

1 
7)171  —  —  n  (n  —  3) 

conditions  ;  ce  nombre  s'écrit  encore 


^         I  ^    ^\ 


3 

n  —  -  n- 
J  2 


Ces  conditions  sont  indépendantes,  car  prenons  une  courbe 
fixe  c„  d'ordre  n  et  multiplions  son  équation  par  celle  d'une 
courbe  variable  d'ordre    m  —  n  ;  nous  obtenons  un  système 

linéaire  -(m  —  n)  {m  —  7i  -\-  3)  fois  infini  de  courbes  d'ordre 

on  ayant  Cn  pour  partie,  et  ce  sont  toutes  les  courbes  Cm  ayant 
Cn  pour  partie.  Les  courbes  définissant  le  système  sont  indé- 
pendantes, puisque  c„  est  facteur  commun  et  que  les  autres 
facteurs  sont  des  produits  distincts  de  puissances  de  x  et  y. 

Donc,    parmi    les     oo^  "*  '  courbes  d'ordre  m,   il   y 

-r  (m  —  n)  {m  —  n  +  3)        .  .  .  ,,    ,,. 

en  a  oo^  qui  contiennent  C/j,  et  1  obligation 

de  contenir  c^  impose  aux  coefficients  des  courbes  d'ordre  m, 
des  conditions  indépendantes  en  nombre 

—    m  (m  +  3)  —  -  {m  —  w)  {>n  —  n  -\-  3). 

En  d'autres  termes,  si  les  -  m  (m  -|-  3)  +  1  coefficients 
d'une  Cm  sont  des  coordonnées  homogènes  dans  l'espace  à 
-m(m-f  3)  dimensions,  les  points  répondant  à  toutes  les 
courbes  Cm  qui  contiennent  une  Cn  donnée  décrivent  une  variété 
à  p  (m  —  n)  (m  —  n  4-  3)  dimensions  (Il 


(1)  L'expression  condiiion't  indépendantes  est  prise  ici  dans  un  sens 
restreint;  dans  une  acception  plus  large,  elle  signifierait  que  des 
conditions  cessent   d'être  indépendantes   quand  une  partie  d'entre  elles 
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Ensuite,  pour  que  deux  courbes  Cm.  Cn  dégénèrent  et  aient  en 

commun  une  courbe  d'ordre   p  (p  <  n  ^m)  à  -  p  (p  -f  3) 

coefficients  non  homogènes  inconnus,  il  faut  des  conditions  en 
nombre 

^P  —  2  P  '^P  ~  '^^  +  '^P  ~  2  ^  '^  ~  ^^' 

et  en  éliminant  les  coefficients  de  la  courbe  j9,  il  reste  un  nombre 
de  conditions  égal  à 

{m  4-  7ï)  p  —  p  {p  —  3)  —  -  p(p  +  3)  = 

3 


p  (^m  +  /z+-j  —  -  p 


ce  nombre  est  un  maximum,  car  les  conditions  pourraient  ne 
pas  être  indépendantes.  D'autre  part,  si  l'on  écrit  que  les 
courbes  Cm,  Cn  sont  respectivement  le  produit  d'une  cp  et  d'une 

Cm  —  p  OU  Cn—p,  toutes  trois  inconnues,  les  /  =  -m  {m-\-3) 

1 

-\- -:^  n  (n -\- 3)  coefficient  de  Cm    et    Cn    sont    des   fonctions 

rationnelles  de 

V-  =  ^  PiP  +  3)  +  ^  {m  —  p)    m  —  _p  +  3) 

1 

-i-  ^  {n  -  p)  in—p-{-  3) 

paramètres  non  homogènes,  et  ces  relations  définissent  une 
variété  quadratique  à  i>.  dimensions  au  plus;  car  tout  système  de 
valeurs  des  |jl  paramètres  donne  un  seul  système  de  valeurs  des 
>.  coefficients,  sans  quoi  une  courbe  Cm  (ou  c«)  composée  d'une 
courbe  Cn  déterminée  et  d'une  Cm.— p  (ou  Cn  —  p)  déterminée 
pourrait  être  indéterminée;  par  contre,  il  n'est  pas  impossible 


entraine  les  autres,  comme  par  exemple  les  conditions  pour  un  point  d'être 
sur  trois  surfaces  cessent  d'être  indépendantes  seulement  si  les  trois  sur- 
faces appartiennent  à  un  même  faisceau.  Mais  ici  nous  exif?eons  en  outre 
que  les  trois  surfaces  n'aient  qu'un  nombre  fini  de  points  communs,  et 
d'une  manière  générale,  que  h  conditions  imposées  à  r  quantités  sont 
telles  que  les  points  d'un  espace  Sr  qui  y  satisfont  décrivent  une  variété  à 
r  —  h  dimensions.  Evidemment  si  h  conditions  sont  indépendantes  au  seni^ 
restreint,  elles  le  sont  a  fo/  tiori  au  sens  large. 
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a  priori  que  tout  système  des  X  coefficients  vérifiant  ces 
relations  réponde  à  une  infinité  de  systèmes  des  \^.  paramètres. 
Les  points  de  cette  variété  sont  donc  soumis  à  un  nombre 
minime  de  X  —  |^  conaitions  ;  mais  un  calcul  facile  montre  que 
À  —  [JL  égal  à 


p(^n-\-n^^/j  —\V~. 


Ce  nombre,  étant  à  la  fois  maxime  et  minime,  est  le  nombre 
exact  de  conditions  indépendantes  imposées  à  deux  courbes  par 
le  fait  qu'elles  ont  une  partie  commune  d'ordre  p. 

La  dérivée  de 


par  rapport  à  p  est 


3 


elle  est  positive  tant  que  m  ~{-  n  -\--  dépasse  3  p  ;  donc  le 

nombre  de  conditions  pour  que  les  courbes  aient  une  partie 
commune  d'ordre  p  augmente   quand  2^    prend    les   valeurs 

1,  2,  3,  ...  sans  dépasser  -  (m  +  w)  +  -  ;    après   que  p    a 

dépassé  cette  valeur,  le  nombre  de  conditions  décroît  jusqu'à  ce 
que  p  devienne  égal  à  n. 
Toutefois  pour  p  =  1,  le  nombre  de  conditions  est  m  -f  ^  et 

pourp  =  n,  il  est  mn  —  -  72  (n  —  3),  et  le  premier  nombre 

est  toujours  inférieur  au  second,  car  leur  différence 


n'    ^    n       (  n 


mn  —  m  —  —  ^  -  =[m  —  -]  {n  -  \) 


est  toujours  positive  quand  n  dépasse  1.  Ainsi  quand  deux 
courbes  algébriques  planes  ont  une  infinité  de  points  communs, 
c'est,  le  plus  fréquemment,  qu'elles  dégénèrent  et  ont  une 
droite  commune  (le  "  plus  fréquemment  «  signifie  que  cette 
alternative  impose  le  moins  de  conaitions,  savoir  m  -f-  ^ï)- 

En  passant,  résolvons  ce  petit  problème  :  que  faut-il  pour  qu'il 
soit  plus  fréquent  de  voir  les  courbes  c^^  c„  avoir  une  partie 
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•commune  d'ordre^  que  de  voir  l'ime  faire  partie  de  l'autre  ?  Il 
faut  que  l'on  ait 


w?  ^-  n  ^'^  —  -{n-^  p)     >  0 

ou  encore,  puisque  n  >>  p, 

1        ,3         3                   ,    ,               2m  —  ?7    , 
m  —  ^  w  +  -  —  -  jo  r->  0,    d'où    p  <; \-  1  ; 

telle  est  la  condition  cherchée. 

113.  Plaçons  ici  quelques  considérations  sur  un  problème 
très  voisin  du  précédent  Si  deux  polynômes,  Cm,  Cn  ont  un 
facteur  commun  c„^  de  sorte  que 

^'w   =   ^p  Q»i  —  p-  ^n  ^—    ^p  'in  — p  ' 

on  a 

^m  ^n  — p   ^=    ^n  Qm  — p  ' 

Réciproquement,  si  l'on  peut  trouver  deux  polynômes  q^^  __p^ 

^ni—p  ^^Is  que  Ton  ait  l'identité  ci-dessus,  les  deux  courbes 

^m,  ^n  ^"^^  ^^  commun  un  système  de  lignes  d'ordre  total  au 

moins  égal  à  p.  Car,   en  coupant  par   une  droite  arbitraire 

«/  =  a  .r  -f-  ?,  on  a  une  identité  en  x  de  la  forme 

^m  Qn  —p   —    ^n  'Im—p    =^   *^*- 

-et  l'abscisse  de  chacun  des  m  points  où  cette  droite  coupe  c^ 
annule  le  produit  c^q^_„;  mais  comme  m — j^  points 
seulement  peuvent  annuler  qy^_p^  puisque  la  sécante  est 
arbitraire,  p  points  au  moins  sont  sur  c„  ;  donc  les  courbes 
^m,  ^n  ^^^  des  points  communs  dont  p  au  moins  sont  sur  toute 
droite,  ou  elles  ont  une  courbe  commune  d'ordre  7)  au  moins. 

Dans  le  cas  où  les  polynômes  q^_p^  q^—p  O'^t  un  facteur 
■commun  d'ordre  p',  les  courbes  c^  c^  en  ont  un  d'ordre 
p  -\- p'.  Et  réciproquement,  si  l'on  a  une  identité  de  la  forme 

^m  'Im  —  /)  —  j/  —^  *-/<  Im  — ]>  —  p' , 

U  suffit  de  multiplier  les  deux  membres  par  un  polynôme 
quelconque  d'ordre  p   pour  voir  que  les  conditions  d'existence 
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d'une  courbe  commune  d'ordre  jo  au  moins  sont  réalisées  quand 
il  y  a  une  courbe  commune  d'ordre  supérieur,  ce  qui  est  d'ailleurs- 
de  toute  évidence. 

Or,  si  les  coefficients  de  Cin—p  ^t  ([m  —  p  ^^^^^  inconnus, 
l'identité  des  produits  c^  Çn—  p  ^^  ^nQm  —  p  fournit 

-  (m  -\-  n  ~  p)  {m  -\-  71  -  j)  -{-  3) 

relations,  et  en  éliminant  les  coefficients  inconnus,  on  a  des 
équations  en  nombre 

-  (m  -\-  n  —  p)  {m  -^  n  —  p  -\-  3)  — 

1  1 

-  (m  —  p)  {m  —73  +  3)   -  -  (w  -  p)  {n  —  p  +  3) 

1  ,    3         ^ 

=  mn  —  ^  p^  +2-^' 

mais  en  général  elles  ne  sont  pas  indépendantes  :  les  valeurs 
des  coefficients  qui  les  vérifient  décrivent  plusieurs  variétés  de 
dimensions  différentes,  car  elles  sont  satisfaites  quand  il  y  a  en 
commun  une  courbe  d'ordre/),  ow  p  -\-  \,  on  p  -\-  2,  ...  jusque 
n,  et  le  nombre  de  ces  relations  est  toujours  supérieur  au  nombre 
des  conditions  pour  une  courbe  c„  commune,  puisque 

^  n  —  ^p'  +  '^P  —\j>{m-{-n-^-j  —  -  p-^J  =  (m  —  p)  {n  —  p) .,. 

est  toujours  positif.  On  observera  la  différence  avec  deux 
équations  à  une  variable  :  celles-ci  ne  peuvent  avoir  deux 
racines  communes  sans  en  avoir  une\  mais  deux  courbes 
peuvent  avoir  une  conique  commune  sans  avoir  une  droite 
commune. 

En  suivant  une  marche  analogue  à  celle  de  l'élimination 

1  3 

dialy tique  de  Sylvester,  on  peut  mettre  les  ma  —  -^yi^ -\- -.P 

conditions  ci-dessus  sous  forme  d'une  matrice  à  échelons  ;  mais 
ce  serait  sans  utilité  pour  notre  objet. 

114.  Pour  aborder  le  problème  dont  s'occupent  nos  para- 
graplies  précédents,  on  pourrait  songer  à  la  marche  que  voici  : 

Les  deux  formes  étant  d'abord  rendues  régulières  pour  que 
les  conditions  d'un  diviseur  commun   se  confondent  avec  les. 
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conditions  d'un  diviseur  commun  en  x,  éliminons  cette  variable 
X.  D'après  le  théorème  de  Bezout,  le  résultant  est  de  degré  mn 
en  y  et  son  évanouissement  identique  exige  mn  -\-  1  relations  ; 
mais  cellos-ci  ne  sont  pas  indépendantes  car  il  n'y  a  que  m  A^n 
conditions.  Donc  entre  les  coefficients  de  l'équation  en  y  il  existe 
des  relations  identiques  en  nombre  (m  —  1)  (^^  —  1). 

A  titre  de  curiosité,  nous  allons  développer  les  conditions 
pour  qu'une  conique  contienne  tous  les  points  d'une  certaine 
droite  ;  pour  la  facilité,  nous  rendrons  les  variables  homogènes  ; 
soient 

a.x-  =  <2ii  x^  +  2  ai2  X\.  xt  +  (^f^n  ^r  +  2  a\z  Xi  x% 

-j-  2  a-n  x-i  x-i  -\-  a^-i  ocr  =  0 
la  conique,  et 

X.V    ^     Xj   Xy     -\-     Àj  X^     +     Àg  Xr^     =     0 

la  droite  donnée.  Il  faut  et  il  suffit  que  la  conique  s'identifie  au 
produit  de  X;rpar  une  forme  analogue  \y.xk  coefficients  inconnus, 
donc 

p  On  =  Xi  aj^        ç^an  =  h  f^?,        p  «33  =  h  !^3. 

2  p  ai-2   =    Xj  ;/..>    -\-   lo  [Xj_  2  p  «13    =    h  U3    -f    X3  [;.i, 

d'où  facilement,  après  quelques  calculs, 

(lii  Ir  —  2  an  >i  \  +  «11  >r  =  0, 
«33  >-i'-  —  2  r/i:i  Xi  X3  J-  rtu  Xa'^  =  0, 
an  h-  —  2  «23  >-2  h  +  «22  >3^  =  0, 

relations  qu'on  pourrait  mettre  sous  une  forme  semi- symbolique,, 
facile  à  comprendre. 


Àj  Xj         Xj 


=  0 


«1  «2  ^*3 

Pour  qu'une  deuxième  conique  a' x"  ait  en  commun  avec  la 
première  une  infinité  de  points  en  ligne  droite,  il  faut  que  l'on 
ait,  pour  trois  inconnues,  '^j,  >'-2, ''.3,  ti'ois  nouvelles  équations 
analogues  aux  précédentes  ;  de  ce  système  de  six  égalités  on  doit 
alors  éliminer  X,,  X.^,  Xg.  Or  si  les  équations 

an  >4'-  —  2  (2i2  Xi  Xg  +  an  h"  =  0, 
a'zi  Xi2  _  2  a'i2  >.i  À2  +  a'n  Ir  =  0 

13- 
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ont  une  racine  communo  À, 


(connues  et  faciles) 


> ,,  celle-ci  satisfait  aux  relations 


«11   a-ii 
an  a'n 


-=  /, 


«11     2  «12 

^^r'ii  2«'i2 


^■1 


2  «12     «22 

2«'i2  «'22 


=  X. 


«11     «>2 
«'11    «'22 


on  en  tire  quatre  autres  par  permutation  tournante;  n'écrivons 
que  la  première  ligne  de  chaque  déterminant,  combinons  entre 
elles  les  relations  en  \,  /,,  celles  en  \,  l^,  et  celles  en  À,,  X3  ; 
enfin  multiplions  membre  à  membre  les  relations  de  gauche  et 
simplifions  par  l^  l^  Xg,  nous  obtenons  les  quatre  conditions 


<1) 


«11  «22  [-  =  I  «11  2  «12  I  •   I  2  «12  «2-^  1  , 

«22  a-.vi  i-  =  I  «22  2«2:i  I  •  I  2  «23  «a.-!  I  , 

«:i3  «11  r-    =    I   «:«    2  «13  I    •     (  2«i;j    «11   i  , 

«11  «22  1    •    I   «22    «.',3  I    •     I   «33    «Il   I     =    I    «U    «12  I 


Cl2i    2  «23   I    •     I    «33  2  «;u  1 


D'autre  part,  éliminons  .v^  entre  les  équations  des  deux 
coniques  ;  pour  abréger,  nous  employons  une  notation  en  partie 
symbolique, 

2  «1  («2  Xi  +  «3  .^3)  («2  ^2  +  «3  ^3)- 
2  «'1  («'2  œz  -(-  «'3  œ-^>  {a'i  Xi  -\-  «'3  œ-J)^ 
{a-i  Xi  -\-  «3  ,'^3)- 

(«'2  .'572    +    rt'y^.-ij- 


«11       2  «1   («2  Xi    +    «3   Xz) 

a'ii    2  a\  (a'i  Xi  -j-  «'3  x^) 


an 

a'ii 


En  développant,  nous  avons  une  relation  du  quatrième  degré 
en  x^  :  x^.  Il  n  y  a  rien  d'étonnant  que  l'évanouissement  des  cinq 
coefficients  de  cette  équation  ne  soit  équivalent  qu'à  qjatre 
conditions,  car  on  ne  voit  figurer  que  des  déterminants  à  quatre 
éléments  tels  que 


«u 
«11 


«12 
«'12 


«u 
«'u 


«22 
rt'22 


or  ce  sont  les  coordonnées  de  la  droite  joignant  deux  points 
dans  uii  espace  à  cinq  dimensions,  ou  les  déterminants  extraits 
de  la  matrice 


«11 
«11 


«12 
a'ii 


a  a 
«'22 


«13 

«'13 


«23 


«33 


€omme  on  le  sait  ces  déterminants  ont  entre  eux  quinze  relations 
identiques  (analogues  k  2')iiPz^  +  PizP^i  +  PHPn  =  0),  rela- 
tions équivalentes  seulement  à  six,  car  il  y  a  oo^  droites  dans 
J'espace  à  cinq  dimensions. 
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115.  Après  cette  digression  sur  le  cas  de  deux  courbes  planes, 
passons  à  celai  de  plusieurs  courbes,  en  nombre  h,  d'ordres 
respectifs  m,  m',  m",  ...  dans  un  même  plan.  Le  raisonnement 
fait  pour  deux  polynômes  est  entièrement  valable  pour  plusieurs 
et  donne,  pour  l'existence  d'une  partie  commune  i'ordre  p,  un 
nombre  de  conditions,  au  maximum  de 

p  5:  7n  —  -p  [p  —  3)        -  p  (p  -f-  .3) 
et  au  minimum  de 

-  [^  m  {m  +  3)  —  p  {p  -[-  3)  —  ï  {m  —  p)  {m  —  jî  +  3)] 

et  le  calcul  indique  que  ccîs  deux  expressions  ont  pour  valeur 
commune 

fv  ,      3    h   -1)1  h    +    1       „ 

fonction  passant  par  un  maximum  pour 

p  -  r+1  l-  '"  +  — ?^J  • 

cette  môme  fonction  a  pour  valeur,  quand;;  -=^  1, 

I  m  -\-  h  —  2 
et  quand  p  et  le  plus  petit  degré  n  des  courbes  données, 

n     1  w  +  2 J 2 —        ' 

or  la  différence  entre  les  dei'x  dernières  formules 

r^.  ,    3(/i-li-l        /<  +  1     ,         ,,  ,     ,     ^ 

{n  —  Ij     1  m  —  — ^P—  n  -\-  h  -  2  1 

:n'ost  nulle  que  pour  n  =  l  ;  dans  tous  les  autres  cas,  elle  est 
positive,  car  ïm  vaut  au  moins  hn,  donc  le  second  facteur 
vaut  au  moins 

-^-  n  ^  h  -  2 

■et  h  est  au  moins  2.   Ainsi  de  nouveau  l'alternative  la  plus 
fréquente  est  celle  d'une  droite  commune. 
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116.  Considérons  trois  surfaces  :  elles  ont  généralement 
un  nombre  fini  de  points  communs,  Quand  elles  en  ont  une 
infinité,  il  est  malaisé  de  dire  quelle  est  l'alternative  la  plus 
fréquente.  Cela  tient  non  seulement  à  la  difficulté  d'énumérer 
les  conditions  pour  que  trois  surfaces  passent  par  une  courbe 
d'ordre  et  de  genre  donné,  mais  encore  au  fait  que  la  droite 
n'est  pas  nécessairement  le  cas  le  plus  fréquent,  sauf  peut-être 
pour  des  surfaces  d'ordre  suffisamment  élevé.  En  effet  soient 
deux  plans  et  une  surface  d'ordre  n  :  pour  qu'il  y  ait  une 
courbe  c„  commune,  il  suffit  que  les  plans  coïncident,  ce  qui 
exige  trois  conditions;  tandis  que,  pour  une  droite  commune, 
il  faut,  ou  bien  que  l'intersection  des  plans  soit  sur  la  surface 
d'ordre  n,  ce  qui  demande  m  -|-  1  conditions,  ou  bien  que  les 
plans  coïncident  et  que  leur  intersection  avec  la  surface 
dégénère,  ce  qui  exige  plus  de  trois  conditions. 

Quoi  qu'il  en  soit,  cherchons  le  nombre  de  conditions  pour 
que  trois  surfaces  d'ordres  m,  m',  m"  aient  une  droite  commune. 
D'une  part  il  faut  qu'une  droite  perce  les  surfaces  respectivement 
en  m-j-l,  tn'  -\-  1,  m"-j-  1  points  et,  en  éliminant  les  quatre 
constantes  de  la  droite,  ou  -  vi —  1  conditions  qui  pourraient 
ne  pas  être  indépendantes,  cie  sorte  que  ce  nombre  est  un 
maximum. 

D'autre  part  une  surface  Sm  qui  contient  l'axe  des  z  a  tous  ses 
termes  divisibles  par  a:  ou  y;  en  mettant  .jc  en  évidence  dans 
tous  les  termes  qui  le  contiennent,  puis  y  dans  tous  les  autres,, 
on  a 

et  d'une  seule  manière,  à  part  le  facteur  constant  qui  peut 
affecter  tous  les  coefficients;  faisons  une  transformation  de 
coordonnées,  qui  substitue  ol œ -j- 'fi  z -\- ■;  h  x  et  t.' y ~\- i' z -\- 
y'  à  ?/  ;  on  a 

-h  ^  ^'  i/  +  /^  +  y';  *i  m  - 1  {y,  ^)  •>■ 

les  -  {m -\- 1)  {m  -\-  2)  (m  +  3)  —  1  coefficients  non  homogènes- 

de  Sm  sont  fonctions  rationnelles  des  quatre  coefficients  de  la 
droite,  savoir  les  rapports  mutuels  de  a,  3,  y  et  ceux  de  a',  p',  v'j 
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<^es  -  m  {m-\-  \)  {m  -\-  2)  coefficients  homogènes  de  <ï>,  et  des 

1       " 

-m  {ni-\-\)  —  1  coefficients  non  homogènes  de  U'  ;  en  tout  de 

-  m  (m  +  1)  (m  -\-  2)  -{-  -  m  [m  -\-  \)  —  1  +  4  = 

1  '" 

—  tn  {m  -\-  \)  {m  -\~  o)  —  1  +4 
6 

paramètres.  Si  trois  surfaces  ont  une  droite  commune,  leurs 

-  S  (m  -f  1)  (m  4-  2)  (m  +  3)  —  :3 

coefficients  non  homogènes  sont  fonctions  rationnelles  de 

-  ^  7n  {m  -\-  \)  {m  -{-5)  —  3  -j-  4  = 
-  -  m  [m  -\-  1)  {m  +  5)  +  1 

paramètres,  et  peuvent  être  regardés  comme  les  coordonnées 
d'un  point  d'ua  hyperespace  décrivant  une  variété  à  autant  de 
dimensions  au  maximum,  ce  qui  leur  impose  un  minimum  de 

-  S  (m  4-  1)  (m  +  2)  (m  +  3)  —  3 

—  -  X  m  (m  +  1)  (wî  +  5)  —  1  =  ï  m  —  1 

conditions.  Ce  nomhre  étant  à  la  fois  un  maximum  et  un  mini- 
mum, est  le  nombre  exact  de  conditions  indépendantes. 

La  coïncidence  que  présentent  les  formules  ci-dessus  provient 
de  l'identité 

-  (m  +  1)  (^^?  +2)  (w?.  -|-  3)  = 

-  m  (m  -]-  1)  (^  +  -j  +  ô  ^'^  (^^  +  1)  +  (^ï  +  1) 

qui  se  vérifie  sans  calcul  en  répartissant  comme  suit  les  termes 
de  l'équation  complète  d'une  surface  Sm  :  1°  tous  ceux  qui 
contiennent  x  ;  2"  dans  les  termes  restants  tous  ceux  qui  contien- 
nent y  ;  .3"  les  termes  en  z  seul  et  le  terme  indépendant.  Or  cette 
vérification  s'étend  sans  peine  à  l'hyperespace  ;  donc  la  méthode 
ci-dessus  donne  ce  résultat  :  pour  que  r  hjpersurfaces  d'ordres 
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m,  m',  m",  ...  dans  l'espace  à  r  dimensions  aient  une  droite 
commune,  il  faut  un  nombre  de  conditions  indépendantes  égal  à 

-  m   -j-  r  —  2  (r  —  1)  =  1'  m  —  r  -j-  2 

H7.  Les  considérations  qui  précèdent  trouvent  leur  applica- 
tion dans  la  théorie  des  matrices.  Nous  examinerons  d'abord 
un  cas  particulier  annoncé  plus  haut,  savoir,  en  coordonnées 
homogènes  x-^,  .r,,  x^. 


ax 
a'.x 


bx 
b'x 


Cx 

Cx 


en  général  c'est  la  représentation  d'un  triangle;  il  s'agit  de 
savoir  quand  cette  matrice  s'annule  pour  une  infinité  de  points. 
Si  un  point  l'annule,  l'équation  «a;  =  p  a'x  et  les  deux  analo- 
gues sont  compatibles,  d'où  une  équation  cubique  en  p  ayant  au 
moins  une  racine  p^  ;  on  peut  supposer  cette  racine  finie  car, 
dans  le  cas  contraire,  on  intervertit  les  rôles  des  symboles, 
a,  b,  c  et  a',  b',  c'  ;  alors  les  trois  droites 

ax  --^  p,  a'x  -^  0,      bx  —  pi  b'x  =  0,      Cv  —  p,  c'x  =^  0 

passent  par  un  même  point  et,  par  addition  des  colonnes  de  la 
matrice,  on  peut  annuler  sur  le  coin, 

0  bx  —  pi  b'x        Cx  —  P]  c'x 

m'x  b'x  c'x 

1°  ^\bx  —  pi  b'x  =  0  et  c^  —  ^yC'x^=0  représentent  la  même- 
droite,  on  peut  encore  annuler  un  élément. 


0 
7n'x 


0 
n'x 


Cx 


?\Cx 


C'x 


et  cette  matrice  s'annule  pour  la  droite  Cx  —  p^  c'x  et  pour  le 
point  7n'x  =  n'x  =  0  ;  il  se  peut  que  les  droi  tes  m',n'  coïncident  ; 
alors  on  a  la  représentation  de  deux  droites  ;  il  se  peut  que 
Cx  —  p,  c'x  soit  identique  à  zéro,  alors  la  matrice  s'annule  pour 
tous  les  points  du  plan. 

2°  Ayant  annulé  sur  le  coin,  s'il  y  a  une  infinité  de  points- 
annulant  la  matrice  sans  que  tous  ces  points  annulent  les 
éléments  d'une  ligne,  car  ce  serait  le  cas  précédent,  pour  un  au 
moins  de  ces  points  on  a 

0  —  ^  m'x  =  0,        bx  —  (pi  +  7)  h'x  =  0, 

C-'-  —  (Pi  +  '^)  ^'x  ^  0, 
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n  n'étant  ni  nul  ni  infini;  on  peut  constituer  la  seconde  ligne 
par  ces  trois  fonctions,  puis,  par  addition  de  colonnes,  annuler 
un  élément  de  la  seconde  ligne,  mais  on  ne  choisira  pas  le 
premier,  afin  de  respecter  le  zéro  de  la  première  ligne, 

0  nx  Cx  —  Pi  c'x 

—  -  m'x  0  Cx  (Pi  +  a)  c'x       ' 

par  hypotlièse  un  seul  point  annule  la  première  ligne,  un  seul  la 
seconde;  s'il  n'y  a  que  trois  points  en  tout,  le  troisième  annule 
m'x  et  7ix  ;  et  s'il  y  en  a  une  infinité,  les  droites  m'x,  nx  coïnci- 
dent. Dans  ce  cas,  si  l'on  fait  encore  des  additions  quelconques  de 
lignes,  on  a  toujours  les  quatre  éléments  des  deux  premières 
colonnes  identiques  entre  eux,  à  des  facteurs  constants  près. 
La  réciproque  est  évidente  ;  mais  alors  la  matrice  ne  s'annule 
en  général  que  pour  une  droite,  et  exceptionnellement  pour  deux 
droites,  si  le  déterminant  des  facteurs  constants  est  nul. 
3°  Ayant  annulé  sur  le  coin. 


0 


bx 
h'x 


Cx 
Cx 


la  matrice  s'annule  pour  les  points  d'une  conique,  si  les  coniques 
dégénérées  m'xhx,  jïi'xCa  sont  indéterminées  ou  identiques  à  la 
conique  bxc'x —  h' xCx.  Il  faut  donc,  ou  bien  m'.r^O,  car  le  cas 
de  hx'^Cx^^  ?i.  été  examiné;  —  ou  bien  hx^kcx,  et  alors 
bx  c'x  —  h'x  cx^cx  {kd x  —  b' x),  d'où  kd x  —  b' x  =  m'.r  et  l'on 
peut  annuler  les  éléments  de  la  première  colonne  ;  —  ou  enfin 
b'x^kbx.  et  alors  hxdx  —  b'xCx^bx  [c'x  —  kd)  d'où  dx  — 
kcx^m'x  et  l'on  peut,  par  addition  de  lignes  et  de  colonnes, 
ramener  à  la  forme 


0 
m'x 


bx 
0 


Cx 

0 


qui  a  déjà  été  rencontrée. 

En  résumé,  les  dégénérescences  possibles  sont  :  une  droite  et 
un  point;  —  une  droite  seule;  —  une  conique  ou  deux  droites; 
—  tous  les  points  du  plan. 

La  discussion  qui  précède  montre  que,  dans  les  trois  derniers 
cas,  il  y  a  des  points  annulant  la  matrice  pour  toute  valeur  de  c. 
Or  p  vérifie  l'équation  cubique  (voir  notre  chapitre  précédent) 

{abc)  —  ?  [{a'bc)  +  {ab'c)  +  {abd)] 

+  p2  [{ab'd)  H-  {a'bd)  +(a7yc')]  —  p^  {a'b'c')  =  0^ 
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et,  pour  que  celle-ci  ait  une  infinité  de  racines,  il  faut  quatre 
conditions  indépendantes,  car  on  peut  choisir  les  coefficients 
a,  h,  c,  a\  b',  c'  de  façon  à  faire  évanouir  trois  termes  de  cette 
•équation  et  non  le  quatrième;  par  exemple  on  peut  prendre  les 
a  et  les  b  nuls  ainsi  que  {a'b'c'). 

Quant  au  premier  cas  de  dégénérescence,  il  est  le  plus 
fréquent  et  n'exige  que  trois  conditions.  En  effet,  il  se  réalise 
quand,  pour  une  même  valeur  de  p  les  équations 

ax  —  p  a'x  =  0,        bx  —  pb'x  =  0,        cx  —  ?  c'x  =  Ô 

représentent  la  même  droite  et  nous  avons  donné,  au  chapitre 
précédent,  les  trois  conditions  que  ceci  implique. 
Ces  conditions  s'expriment  par  des  égalités  de  cette  forme 


{aa'b')        {abb') 
{aa'b')        {abb') 


=  0  : 

observons  en  passant  que  cette  égalité  s'écrit  encore 

^'        ^''       ^'        ^'/       ,         ;,     1=0        (i  =  1,2, 3) 
tti       Œi       bi       b'i    \  ^  '    '    / 

L'exemple  traité  dans  le  présent  paragraphe  montre  en  quoi 
consiste  la  difficulté  du  problème  :  les  conditions  imposées  aux 
coefficients  des  éléments  d'une  matrice  à  /  lignes  et  /  -f-  1 
colonnes  en  x^,  x.^.  x-^  pour  qu'elle  représente  une  infinité  de 
points  les  oblige  à  décrire,  non  une  variété  unique,  mais  plusieurs 
variétés  de  dimensions  diverses. 

118  Soit  ensuite  une  matrice  à  six  éléments  quel- 
conques, les  éléments  étant  des  formes  homogènes  en  x^,x^,x^, 
dont  le  degré  est  inscrit  en  indice, 

fm  -i-  p         1m  -f  p'         tm  -\- f    \     lm~:>m  \ 

A„'+^  /n:'+/'  /«H-^"      ;        \V^'V">f) 

rendons-les  non  homogènes  en  prenant  pour  variables  x  = 
(d?i  :  ^3  ),  ?/  =  (-Tg  :  x.^  ).  Si  un  ]Joint  [x,  y)  annule  alors  la 
matrice,  on  a 

fm^  P  +  ^fm'  -f  ^=  0,  im-\-p'  +  -fm'  +  p'  ==  0' 

tm  +  p'>'\-  -tm'+p"  =  0 

et,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  un  point  {x,  y,  z)  doit  se 
trouver  à  la  fois  sur  trois  surfaces.  Si  la  matrice  s'annule  pour 
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■une  infini  té  de  points,  les  trois  surfaces  ont  une  ligne  commune  ; 
réciproquement,  si  les  surfaces  ont  une  ligne  commune,  chaque 
point  de  cette  ligne  a  des  coordonnées  o),  y  annulant  la  matrice  ; 
ces  valeurs  sont  toujours  en  nombre  infini,  sauf  si  les  surfaces 
ont  en  commun  une  parallèle  à  Oz  ;  et  ceci  est  impossible,  car, 
pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  y,  on  n'a  qu'une  valeur 
de  2,  à  moins  que  les  six  courbes  /  n'aient  un  point  commun, 
ce  que  l'on  peut  exclure  par  hypothèse. 

Or,  on  a  vu  plus  haut  les  conditions  pour  que  trois  surfaces 
aient  une  droite  commune,  et  le  nombre  de  ces  conditions  est 
inférieur  d'une  unité  au  total  des  degrés  des  surfaces;  donc 
suivant  que  m  est  supérieur  ou  égal  à  m',  ce  nombre  est 
respectivement 

Sm  -\-  ^  p  -^  2      ou      3  W2  +  -  p  —  1 . 

On  a  vu  aussi  que  ce  nombre  peut   être   réduit  parfois  et 

notamment  le  fait  que  .^  n'intervient  qu'au  premier  degré  dans 

les  équations  des  surfaces  fait  deviner  une  réduction  :  cherchons 

ce  qu'il  faut  pour  que  les  surfaces  aient  une  droite  commune 

parallèle  au  plan  des  xy  ;  z  cesse  d'être  une  variable,  et  devient 

une  constante  inconnue;  les  trois  équations  représentent  trois 

courbes  an  œ  et  y;  et  les  conditions  d'une  droite  commune  sont 

en  nombre 

3  m  -I-  ïp  +  1, 

d'où  il  faut  éliminer  c  ;  il  reste  un  nombre  maximum  de 
3  m  -\-  ^  p  conditions. 

Enfin  la  considération  de  la  matrice  par  colonnes  suggère  la 
remarque  suivante  :  si  un  point  de  coordonnées  x,  y  annule  la 
matrice,  il  annule,  pour  des  valeurs  convenables,  de  u  et  de  t, 
les  quatre  expressions 

et  deux  autres  analogues  qu'il  est  plus  favorable  d'exclure  à 
cause  de  l'Iiypoilièse  p  5^  p'  ^  p";  si  ces  quatre  fonctions  de  œ 
et  y  ont  une  droite  commune,  on  éliminera  u  et  t  des  conditions 
nécessaires  pour  l'existence  de  cette  droite  commune,  et  le 
.nombre  de  conditions  restantes  est  au  plus 

2  m  -\-  2  m'  -\-  2  p  -\-  2 p'. 
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Ce  nombre  est  inférieur  à  3  m  -|-  ïjr)  si  l'on  a 

m>>2m'  +  P  -^  P    —  P"' 

ce  qui  n'est  jamais  réalisé  pour  m  ^^  m' . 

Donc,  le  nomhre  de  conditions  pour  que  la  matrice 
donnée  s  annule  pour  une  infinité  de  points  est  inférieur- 
ou  égal  à  3m -\- '^ p  si  m  =  m',  et  au  plus  petit  des 
nombres. 

3  m  -\-  ^  p  —  l,        2  (m  -j-  m'  +  p  +  p') 
si  m  >  m', 

119.  Soit  ûe  même  une  matrice  à  douze  éléments, 

fm    -\- p  tm    -f/'  A«    -\r  f         A«    +f 


s'" 


/m  ^  m'  J^  m''       \ 
\p  T'  p'  ^  p''  5?  p'" / 


/m'-lrP  îm'  +p'  tm'   -^  p"         Un'  -\- p 

tm"-\-p  tm''-\-p'  fm"-\-p"         Un"  ^  p 

pour  tout  point  {x,  y)  qui  l'annule,  on  a 

et  trois  relations  analogues.  Si  x,  y,  z,  t  sont  des  coordonnées- 
non  liomogènes  dans  un  espace  à  quatre  dimensions,  on  a  ici 
quatre  hypersurfaces  qui  doivent  avoir  une  infinité  de  points 
communs  ;  les  conditions  pour  qu'elles  aient  une  droite- 
commune  sont  en  nombre 

4  m  -|-  2  j9  —  2     ou      4  m  -\-  ^ p  -\-  2, 

suivant  que  m  est  supérieur  ou  égal  km  .  En  regardant  au 
contraire  s  et  ^  comme  des  paramètres  inconnus,  on  a  quatre- 
courbes  planes  qui  auront  une  droite  commune  moyennani 

Am  -\-  ^  p  -\-  '2 

relations,  d'où  en  éliminant  z  et  t,  on  a 

A  m  +  ^P 

conditions.  On  peut  enfin,  par  addition  de  colonnes  faire  en 
sorte  que  les  éléments  de  deux  colonnes 

>•  /,„    -\-p'   -\-    {"-Un    -\-p"    +   tm     t^'"'  '''tm    -f/-    +    "^  t  m    ^  p"    +    Un    -\- f'r, 

>•  /,„'  J^pi   +    IJ-tm'  +/"   +    ttn    -f /'"'  '-'  tm'  -\- p    +    l^'  tm'  -^  p"    +   t m>  -f /'"> 

^tm"-^p'  +    \*-tm''-]-p"   +    tm"-^p"'>         '^'ttn"-}-p  +    l^' tm"  ^  p"  +  tm"-{-p"'^ 


—  203  — 

s'annulent  pour  une  droite  :  il  faut 

2  (m  4-  7)1'  4-  m")  +  3  (p  +  //)  +  4 

conditions,  et  en  éliminant  À,  :j-,  à',  a',  il  en  reste 

2  {m  +  m'  4-  m")  -f  3  (p  -f  p')  ; 

ce  nombre  n'est  inférieur  à  A  m  -\--  p  —  2  que  si  l'on  a 

2  [m'  -\-  m"  +  p  +  p)  <;  2  m  +  p''  —  2, 

ce  qui  n'est  jamais  réalisé  quand  m  ^  m'. 

Donc  la  matrice  s'annule  pour  une  infinité  de  points  moyennant 
un  nombre  de  conditions  qui  est  au  maximum, 

1°  si  7n  =  )n',  4  m  +  -  p 

2°  si  m  >  m\  le  plus  petit  des  nombres 

4  m  4-  ï  p  —  2,       2  {m  4-  m'  4-  m")  4-  3  (p  -\- p). 

L'extension  à  plus  de  douze  éléments  va  de  soi. 


CHAPITRE  XI. 

Intersection  de  trois  coniques. 

120.  La  condition  que  trois  coniques  d'un  même  plan  aient 
un  point  commun  a  été  trouvée  de  plusieurs  manières.  La 
plupart  des  exposés  laissent  à  désirer  au  point  de  vue  de  la 
résolution  effective. 

1°  G.  Salmon  indique  une  méthode  par  les  fonctions 
symétriques  (Alg.  sup.  n°  52)  et  une  autre  {ibid  n°  199), 
mais  le  calcul  est  simplement  indiqué  et  la  réciproque  manque. 

2"  On  pourrait  éliminer  .v  des  trois  équations,  puis  y  de  la 
matrice  obtenue,  mais  on  obtiendrait  sans  doute  une  nouvelle 
matrice,  et  la  difficulté  d'en  tirer  la  condition  unique  cherchée 
serait  probablement  grande. 

3°  La  meilleure  solution  par;iît  être  celle  de  Hesse  que  nous 
verrons  ci-après  au  4°;  mais  la  démonstration  de  la  réciproque 
parait  ardue,  à  moins  de  faire,  comme  ici,  d'abord  la  méthode 
exposée  dans  G.  SaJmon  (Alg.  sup.  n"  200,  et  sections  coniques 
no  389  a).  Voici  le  texte  : 

Il  est  possible,  d'une  infinité  de  manières,  de  ramener  les  trois 
coniques  à  la  forme 

U  =  a  œ-  -\-  b  y-  -\-  c  z-  -\-  d  vf^, 
V  =  a'.'C-  +  b'y-  +  c'z-  +  d'w\ 
W  =  a"x'  +  b"y-  +  c"z-  +  d"iv^, 

où  .T,  y,  z,  ir  sont  quatre  droites.  En  effet,  chacune  de  ces 
équations  renferme  trois  constantes  indépendantes,  et  chaque 
droite  est  définie  par  deux  constantes  ;  la  forme  ci-dessus 
contient  dix-sept  constantes,  tandis  que  la  forme  habituelle  pour 
U,  V,  W  n'en  contient  que  trois  fois  cinq  ou  quinze.  D'ailleurs 
les  équations  de  quatre  droites  vérifient  toujours  une  relation  de 
la  forme  iv  ~  "/.  x  -{-  \i~  y  -\-  •'  z  que,  pour  plus  de  symétrie,  on 
peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

ir  -\-  y  -\-  z  ^  ic  ^  0, 


—  205  — 
en  supposant  les  constanics  À,  rj.,  ■,  contenues  implicitement  dans 

Si  l'on  résout,  par  l'apport  à  x~,  y-,  c^  w-  les  équations 

(7  =  0,         7-0,         W  =  0, 

et  si  l'on  représente  par  A,  B,  C,  D  les  quatre  déterminants 
{bcd),  {dca),  {dab\  (bac),  on  voit  que  œ^,  y-,  z^,  lo-  sont  pro- 
portionnels à  A,  B,  C,  D  et,  en  substituant  dans  l'équation 
a;  -{-  y  -\-  z  -\-  îi  ^  0,  il  vient,  pour  la  condition  cherchée 

\/Â  -^  \   S  +  l/C  +  t/ï)  =  0, 

ou  en  faisant  disparaître  les  radicaux,  on  a  pour  le  résultant  R, 

R  =  {A-  -\-  B'  +  C-  -i-  D-  —  2  AB  -  2  AC  -  2  AD  ~  2  BC 
—  2BD  —  2  CDY  —  64  ABCD. 

Jusque-là  la  méthode  exposée  par  G.  Salmon;  elle  n'est  guère 
favorable  au  point  de  vue  efïectiviste,  parce  que  l'on  ne  calcule 
pas  vraiment  la  transformation  en  ax''^ -\- by'~.-{- cz- -\-dw^; 
mais  la  possibilité  suffit  i)0ur  établir  la  réciproque  et  celle-ci 
sera  utile  pour  la  méthode  suivante. 

Qu'est-ce  que  fair3  disparaître  les  radicaux  dans  l'expression 
ci-dessus  ?  C'est  en  somme  former  le  produit 

T.  =  -p/J-fi/^+l/C+l   D)  (iA-\-i/B_-i/C-[/D)  (i/Â-i/Bi-l/C-^i/D) 
(     A-[/B--i/C-lXD)(\/A-\-i/B-{-yC-  y/D)  {\/A_-\-i^B—[/C-\-\/D) 
[y  A  -  \/B  4- 1    c  -  y/D)    (1/  A  —  \/B  -i/C  +  [/D): 

le  calcul  eftectué  donne  la  valeur  du  résultant  /V.  Celui-ci  étant 
un  invariant  et  A,  B,  C,  D  du  troisième  degré  en  a,  b,  c,  ..., 
le  résultant  des  formes  avant  la  transformation  est  donc  une 
fonction  du  douzième  degré  des  coefficients  ;  ceci  importe  pour 
la  suite.  D'ailleurs  si  le  produit  ~  s'annule,  une  des  parenthèses 
s'évanouit,  et  l'on  peut  prendre  œ,  y,  z,  w  proportionnels  à 
[/a,  ;j^l/B,  +i-^C,  +1  D  et  ,c-,  y-,  :-,  w-  proportionnels  à 
A,  B,  C,  D,  donc  les  équations  des  coniques  ont  un  système  de 
solutions  communes. 

4°  Voici  la  méthode  de  Hesse  :  considérons  le  Jacobien  des 
trois  formes  aj,  bj^,  c^-, 

a,  (ix       a^n.x       a^  ax 
b^  bx       b.^  bx       &3  bx 

C^   Cx  C3  Cx  C3  Cx 
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si  les  trois  formes  ont  un  point  commun,  celui-ci  annule  le 
Jacobien,  car  en  multipliant  les  colonnes  par  x^,  ./:.^,  œ^,  et 
additionnant,  on  obtient  les  trois  formes. 

La    dérivée  partielle   du  Jacobien  par  rapport  à   a\    peut 
s'écrire 

I  a^     «3  ax     «3  ax\  -\-  \  a^  ax     r^i.j     a,  cix  I  +  I  «i  cix     a.j,  ax     a^^  | 

en  y  remplaçant  .r,,  œ.^,  x.^  par  les  coordonnées  y^,  y.,,  y^  du  point 
commun,  on  a  (en  multipliant  par  y^  supposé  non  nul) 

+  I  «13     «2  %    ^K  y>  %  +  f^i  y 3  CLy 
dans  cette  expression,  les  déterminants  partiels 

I   «li       «3  Vz  %       «3  %  I  ,  I  «13       «2  %       «^  y^  «^  I 

sont  identiquement  nuls  :  donc  l'expression   se  réduit  à 


Il  Vx       CL-l  (ly       «3  %  i    +    I   au       «2  y-I  %       «3  %  I     4-    I   «13       «2  «>       «3  ^3  «V  l 


ou 


qui  s'annule  comme  il  est  dit  plus  haut. 

Ainsi  si  les  trois  formes  ont  un  système  de  racines  communes, 
on  a  six  formes  savoir  les  trois  données  et  les  dérivées  partielles 
du  Jacobien  qui  sont  linéaires  et  compatibles  en  œ^-,  œ^  x.^, 
.'C,  073,  ... ,  donc  le  déterminant  p  de  leurs  coefficients  est  nul  ;  ce 
déterminant  a  trois  lignes  du  premier  degré  en  ciik,  etc.  et  trois 
lignes  du  troisième  degré. 

Voici  la  réciproque  :  p  est,  comme  le  déterminant/?  de  plus 
haut,  du  douzième  degré  en  am,  etc;  chaque  fois  que  R  s'annule, 
les  trois  formes  ont  un  point  commun  et  p  =  0.  Ainsi  p  s'annule 
pour  toutes  les  valeurs  des  a^k,  ...  qui  annulent  R,  donc  p  est 
divisible  par  R  et,  comme  ils  sont  de  même  ordre,  le  quotient  est 
numérique  ;  alors  chaque  fois  que  p  s'évanouit,  il  en  est  de 
même  de  R. 

Ce  raisonnement  s'appuie  sur  une  propriété  dont  nous 
rappelons  ici  la  démonstration.  Si  un  polynôme  F{x,  y,  z,  ...) 
s'annule  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  qui  annulent 
/  (^,  y,  z,  ...),  le  polynôme  F  est  identique  au  produit  de  /  par 
un  autre  polynôme.  En  effet,  rendons  d'abord  /  régulier  en  x\ 
le  coefficient  a^   de  la   plus   haute   puissance  de  x  est  alors 
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indépendant  de  y,z,...\  faisons  la  division  de  F  par  /  en 
prenant  x  pour  lettre  ordonnatrice  et  multipliant  F  par  un 
facteur  «o'''  suffisant  pour  écarter  les  fractions;  soit 

a,'- F  -  fQ  +  g; 

ceci  est  une  identité,  et  g  est  de  degré  inférieur  au  degré  n  de 
/.  Pour  toutes  valeurs  de  y,  z,  ...  le  polynôme  /  s'annule  pour 
n  valeur  de  .r,  et  F  par  hypothèse  s'annule  pour  les  mêmes 
valeurs,  donc  g  a  plus  de  racines  que  ne  l'indique  son  degré  ; 
ainsi  les  coefficients  des  puissances  de  œ  dans  g  sont  identiques 
à  zéro,  et  /  divise  exactement  i^ou  tout  au  moins  le  produit  de 
F  par  un  facteur  indépendant  des  variables. 

Voici  encore  une  observation  utile.  Quand  le  déterminant  p 
de  la  méthode  de  Hesse  est  nul,  mais  qu'un  de  ses  mineurs  au 
moins  diffère  de  zéro,  en  d'autres  termes,  quand  p  est  de  rang 
cinq,  on  peut  résoudre  cinq  des  six  équations  homogènes  en 
œ^-,  Xi  X.,,  XyX^,  ...  ;  les  rapports  mutuels  des  valeurs  obtenues 
pour  x^-,  x^  x.^  et  .t^  x-^  par  exemple  donnent  les  coordonnées 
œ^,  x.^,  x^  du  point  commun  :iux  trois  coniques  en  fonctions 
entières  des  coefficients  des  trois  formes. 

121.  Passons  aux  conditions  pour  plus  d'une  intersection  de 
trois  coniques  (ix-,  b.x-,  Cx-. 

Le  cas  de  quatre  intersections  est  le  plus  facile;  quand  il 
-est  réalisé,  la  forme  c^-  est  une  combinaison  linéaire  des  deux 
autres,  et  la  matrice,  à  six  colonnes  et  trois  lignes  des 
coefficients  des  formes,  s'évanouit. 

Pour  les  autres  cas,  nous  signalons  ce  fait  curieux,  que  le  cas 
de  deux  intersections  est  plus  facile  que  ceux  de  trois  ou 
une;  de  plus  la  méthode  exposée  ci-après  pour  deux  intersections 
ne  semble  pas  pouvoir  s'adapter  à  la  recherche  de  la  condition 
pour  une  intersection;  m  lis  elle  s'applique,  comme  nous  le 
montrerons,  au  cas  de  trois  intersections. 

Voici  cette  méthode.  Multiplions  les  formes  données 
ax^,  f'x^,  Cx-  respectivement  par  trois  formes  linéaires  Ax,  Bx,  Cx 
à  coefficients  indéterminés  et  additionnons. 

Les  neuf  coefficients  homogèn  ^s  Ai,  Bi,  Ci  ne  peuvent  pas 
«n  général  être  choisis,  non  tous  nuls,  de  façon  que  le  polynôme 
cubique 

Qy"'  Ax  +  hx"  Bx  -f  Cx'  Cx 
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soit  identique  à  zéro,  car  celui-ci  a  dix  termes,  et  il  faudrait 
satisfiiire  à  dix  équations  [E)  linéaires  et  Jiomogènes  à  neuf 
inconnues. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
matrice  M,  à  neuf  colonnes  et  dix  lignes,  des  coefficients  de 
Ai,  Bi,  Ci  dans  les  équations  {E)  soit  nulle. 

Or,  dans  cette  alternative,  les  quatre  points  communs  à 
hx"^,  Cx^,  par  exemple  doivent  annuler  rtv-  Ax  et,  comme  la  droite 
Ax  ne  peut  en  contenir  que  deux  au  maximum,  a.\-  en  contient 
au  moins  deux. 

Réciproquement,  si  aa;^  bx-,  Cx^  ont  deux  points  communs, 
menons  une  droite  Ax  par  les  points  restants  de  hx-  et  Cx^'-> 
alors  la  cubique  ax"  Ax  passant  par  toutes  les  intersections  de 
hx'^,  Cx^,  a  la  forme  bx^  '^x  +  <^^~  l^x,  en  vertu  d'un  théorème 
fondamental  connu. 

Au  lieu  de  nous  appuyer  sur  ce  théorème  fondamental,  nous 
pourrions  en  utiliser  un  autre  qui  peut  passer  pour  un  cas 
particulier;  et  alors  présenter  un  peu  différemment  la  fin  du 
raisonnement  ci-dessus.  Appelons  Bx  la  droite  menée  par  les 
intersections  restantes  de  cix^,  Cx'-,  et  Cx  une  droite  pareille 
pour  ax-,  bx^\  alors  la  courbe  du  troisième  ordre  nx'-  Ax  passe 
par  huit  des  neuf  intersections  de  bx'  Bx  avec  Cx~  Cx  donc  aussi 
pour  la  neuvième,  et  elle  est  une  combinaison  linéaire  des  deux 
autres  courbes.  Nous  reviendrons  bientôt  sur  celte  propriété 
connue  des  courbes  cubiques  planes. 

122.  Précisons  les  résultats  obtenus  à  l'instant.  Supposons-- 
que  la  matrice  Af  soit  exactement  de  rang  huit.  Alors  on  peut 
résoudre  huit  des  équations  [E]  par  rapport  aux  neuf  inconnues 
homogènes  Ai,  Bi,  d  ;  et  l'on  trouve  des  valeurs  non  toutes 
nulles.  Pour  fixer  les  idées,  si  ce  sont  les  coefficients  Ai  qui 
ne  sont  pas  tous  nuls,  on  a,  par  ce  calcul,  une  droite  Ax  unique- 
vérifiant  l'identité 

ax-"  Ax  +  bx"  Bx  -^  Cx^Cx  =  0; 
c'est  un  signe  qu'il  v  a  exactement  deux  points  communs  aux 
trois  coniques,  comme  le  vérifiera  dans  un  instant  l'examen  du 
cas  de  trois  intersections. 

Dès  lors  prenons  un  point  arbitraire  sur  Ax;  il  détermine  uq 
élément  du  faisceau  hx-  +  kcx"^,  et  cette  forme  est  divisible  par- 
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Ax;  le  quotient  définit  la  droite  joignant  les  deux  points  situés- 
sur  les  trois  coniques. 

Donc  lorsque  trois  coniques  ont  deux  points  communs,  on 
peut  déterminer  la  droite  joignant  ces  points  et  les  coefficients 
de  cette  droite  sont  fonctions  rationnelles  des  coefficients  des 
trois  courbes  données 

Dans  riijpotlièse  où  il  y  a  quatre  intersections,  ûx'-  est  une- 
combinaison  linéaire  de  bœ'^,  Cœ^  et  en  multipliant  par  une  forme 
arbitraire  Ax,  on  a  pour  oo-  droites  A,  des  identités 

ax-Ax  +  bxBx-  +  CxCx-  =  0; 

et  la  matrice  M  est  de  rang  <.  6.  Inversement  si  cette  matrice 
est  d3  rang  six,  on  peut  prendre  six  des  équations  (£)  et  en 
tirer  six  des  neuf  quantités  Ai,  Bi,  d  en  fonctions  linéaires 
homogènes  des  trois  autres  ;  l'identité  ci-dessus  est  possible  de 
oo-  manières. 

Prenons  enfin  le  cas  où  cette  matrice  est  de  rang  sept;  on 
résout  sept  équations  (£)  par  rapport  à  sept  des  quantités 
Ai,  Bi,  Ci,  en  fonctions  linéaires  homogènes  des  deux  dernières;, 
l'identité 

ax-  Ax  -{-  bx~  Bx  +  Ck'  Cx  =  0 

est  satisfaite  par  un  faisceau  de  droites  Ax;  les  quatre  points 
communs  à  hx-,  Cx?-  annulent  aaà-  Ax  ;  mais  un  seul  de  ces  points 
peut  être  sur  les  droites  du  faisceau  A,  donc  trois  au  moins  sont 
sur  aoà-. 

Réciproquement,  s'il  -y  a  trois  points  communs,  menons  une 
droite  arbitraire^'  parla  quatrième  intersection  de  bx~,  Cx"; 
appelons  B'x\2i  droite  joignant  la  quatrième  intersection  de  a 
et  c  à  la  seconde  de  ^'  et  c  ;  et  Cx  la  droite  joignant  la  quatrième 
de  a  et  ^  à  la  seconde  de  A'  et  b;  alors  la  cubique  dégénérée 
ax-  A'x  passe  par  :  les  quatre  intersections  de  bx-,  Cx-;  les  deux 
de  Cx^,  B'x,  donc  on  a  une  identité  de  la  forme 

À  A',  ax-  +  :j.  Bx  bx-  +  '  Cx  Cx-  ^  0 

pour  un  faisceau  de  droites  A\,  et  .la  matrice  M  est  de  rang  sept. 
Comme  nous  venons  de  le  voir,  sept  des  équations  {E)  donnent 
alors  le  faisceau  de  droites  ayant  pour  sommet  la  quatrième 
intersection  de  hx-,  Cx-,  sous  la  forme 

Ax  +  p  A'x  ^  0, 

14 
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les  coefficients  de  A  et  de  A'  étant  des  fonctions  rationnelles 
des  coefficients  des  formes  initiales.  Cherchons  la  seconde 
intersection  de  chaque  droite  de  ce  faisceau  avec  la  conique  ba;~  ; 
ce  point  étant  unique,  ses  coordonnées  se  trouvent  encore  sous 
forme  rationnelle  ;  mais  en  substituant  dans  Cx-,  on  doit  trouver 
une  équation  cubique  en  p,  puisqu'elle  doit  donner  les  trois 
intersections  de  a,  b,  c;  chaque  racine  de  cette  équation  cubique 
permet  alors  de  calculer,  comme  il  a  été  dit  un  peu  plus  haut, 
un  côté  du  triangle  formé  par  les  trois  intersections  de  a,  b,c. 
Dans  cette  méthode  donc,  lorsque  sont  vérifiées  les  conditions 
pour  trois  intersections  communes  à  trois  coniques,  on  peut 
calculer  les  équations  des  côtés  du  triangle  formé  par  ces  trois 
intersections,  mais  ce  calcul  dépend  d'une  équation  du  troisième 
degré. 

Comme     première    application,    soit     une     transformation 
•quadratique 

pour  reconnaître  effectivement  si  c'est  une  transformation 
Cremona,  on  doit  s'assurer  que  les  trois  coniques  ax^,  bx-,  Cx~ 
ont  trois  points  communs.  Dans  l'affirmative,  on  peut  mettre 
effectivement  les  équations  sous  la  forme 

œ^  :  .r,  :  x.^  -  -f ^  {y)  :  'f ,  {y)  :  -fg  (ij)  ; 

à  cet  effet,  il  faut  prendre  les  éléments  du  réseau  À  ax^  +  "^'bx- 
+  '>^"cx-  qui  se  réduisent  à  des  couples  de  côtés  du  triangle  des 
points  communs,  puis  prendre  ce  triangle  pour  nouveau  triangle 
de  référence  du  plan  des  xi  -.  toutes  ces  opérations  sont  rendues 
possibles  par  les  considérations  ci-dessus  :  les  quantités  œ,, 
.a?2,  ^3  sont  fonctions  rationnelles  de  ?/i,  2/2,2/3,  mais  non  des 
coefficients  des  formes  ax-,  bx",  Cx-,  puisque  l'on  a  dû  passer 
par  une  équation  cubique.  Il  resterait  à  élucider  la  question  de 
savoir  si  cette  singularité  tient  au  fond  même  des  choses  ou 
seulement  au  procédé  mis  en  œuvre. 

Comme  seconde  application,  on  peut  chercher  les  conditions 
pour  qu'une  courbe  plane  du  troisième  ordre  possède  un,  deux 
ou  trois  points  doubles  :  il  suffit  de  considérer  le  réseau  des 
coniques  polaires  et  d'exprimer  que  les  courbes  de  ce  Réseau  ont 
un  point  commun,  ou  deux  ou  trois. 
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123.  Examinons  ici  la  propriété  utilisée  plus  haut  des 
■cubiques  planes.  L'équation  d'une  toile  courbe  a  neuf  coefficients 
non  homogènes:  quand  on  donne  huit  points,  on  calcule  en 
général,  huit  des  coefficients  et  l'on  détermine  un  faisceau  ; 
toutes  les  courbes  du  faisceau  passent  par  les  neuf  points 
d'intersection  de  deux  d'entre  elles. 

Mais  il  s'agit  de  voir  quand  huit  points  cessent  de  déterminer 
un  faisceau  de  cubiques,  et  définissent  un  réseau  : 

P  Si  l'on  a  quatre  points  alignés  (ou  davantage)  la  droite  qui 
les  porte  appartient  à  toutes  les  cubiques  du  système. 

2°  Si  trois  des  points  sont  alignés,  par  un  quatrième  point  du 
support,  on  mène  un  faisceau  de  cubiques;  chaque  élément  de  ce 
faisceau  comprend  la  droite  considérée  et  se  complète  par  une 
conique;  cette  dernière  décrit  un  faisceau  à  cinq  points  de  base; 
donc  toutes  ces  coniques  se  dédoublent,  et  quatre  au  moins  des 
cinq  points  restants  sont  sur  une  droite,  ce  qui  ramène  au  1°. 

3°  S'il  n'y  a  pas  trois  points  alignés,  joignons-en  deux,  et, 
par  deux  points  de  la  même  droite,  on  peut  mener  une  cubique 
du  système;  donc  les  six  autres  sont  sur  une  conique,  proprement 
dite  puisqu'il  n'y  a  pas  trois  points  alignés;  en  modifiant  le 
choix  des  deux  premiers  points,  on  voit  que  la  même  conique 
contient  les  huit  points  donnés  et  appartient  à  toutes  les 
courbes. 

Ainsi  le  théorème  annoncé  cesse  d'être  vrai,  seulement  dans 
les  circonstances  triviales  où  toutes  les  cubiques  ont  en  commun 
une  même  droite  ou  une  même  conique. 

Exercice.  On  donne  deux  quadriques  coupant  le  plan  de 
l'infini  suivant  les  coniques  respectives  c,  d  ;  en  écrivant  que 
ces  coniques  elle  cercle  imaginaire  de  l'infini  ont  2,  3,  4  points 
communs,  on  exprime  que  les  quadriques  ont  en  commun  1, 
3  ou  0  systèmes  de  plans  de  sections  circulainss  ;  la  seconde 
alternative  est  impossible  si  les  coniques  c,  c'  sont  réelles. 


CHAPITRE  XII. 


Courbes  gauches  algébriqiies. 

124.  Il  est  nécessaire  de  donner  une  définition  des  courbes 
>auclies  algébriques. 

Certains  auteurs,  comme  G.  Salmon  (Géom.  anal,  à  3  dim.) 
ont  négligé  de  fournir  une  définition  explicite.  Tacitement  ils 
admettent  que  la  courbe  gauche  est  Vinterseciion  totale  ou 
partielle  de  deux  surfaces  algébriques,  et  cette  définition 
est  donnée  explicitement  par  des  auteurs  que  nous  citerons 
plus  loin. 

A.  Cajley,  dans  le  mémoire  célèbre  (C.  R.  de  l'Acad.  des  Se. 

Paris  t.  54,  p.  55)  où  il  expose  la  représentation  par  cône  et 

monoïde,  ne  donne  pas  non  plus  de  définition,  mais  il  en  admet 

une  implicite  quand    il    démontra  que  toute  courbe   gauche 

algébrique  d'ordre  m  est   représentable  par  un  cône   et  une 

monoïde.   Car  voici,  en  substance,  le  passage  essentiel  de  sa 

démonstration  :   «  on  peut    faire    passer  par  la   courbe  une^ 

«  surface  ayant  pour  équation  Qw  —  P  =  0,  où  P  et  Q  sont 

«  des  fonctions    homogènes    de  x,  y,  z  {x,  y,  z,  io  sont  les 

"  coordonnées    cartésiennes,   rendues    homogènes,  du  point), 

"  des  ordres  p  et  p  —  1  respectivement,  et  l'on  peut  supposer 

-^  que  p  soit  égal  tout  au  plus  à  m  —  1  ;  en  effet,  en  prenant 

{m  —  1)  m        m  {m  H-  1) 
„  p  =  m  —  1,  l'équation  contient \ ^ 

„  —  i  =  m-  —  1  constantes  arbitraires  et  en  déterminant 
•'  convenablement  7n-  —  m  -\-  l  de  ces  quantités,  la  surface 
•^  d'ordre  m  —  1  passe  par  m-  --  m  -|-  1  points  de  la  courbe 
"  d'ordre  m,  c'est-à-dire  que  cette  surface  contient  la  courbe 
^'  entière  ».  Ce  raisonnement  suppose  que  toute  surface  d'ordre 
m  —  1  qui  contient  (m  —  l)  m  -\-  l  points  d'une  courbe 
algébrique  d'ordre  m  la  contient  tout  entière,  ce  qui  est  réalisé 
pour  les  courbes  les  plus  anciennement  connues,  comme    les- 
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courbes  rationnelles  sous  forme  jDararaétrique,  et  comme  les 
courbes  intersections  toiales  de  deux  surfaces;  pour  ces 
dernières,  la  propriété  résulte  du  théorème  de  Bezout.  Tacitement 
donc  A.  Cayley  défuiit  les  com^bes  gauches  algébriques  par 
le  théorème  de  Bezout. 

Ceci  manque  de  précision,  car  on  cherche  à  ranger,  dans  une 
même  définition,  des  objets,  d'existence  problématique,  plus  ou 
moins  analogues  aux  courbes  connues. 

De  plus,  comme  on  le  sait,  l'intersection  d'un  cône  et  d'une 
surface  (monoïde)  d'ordre  m  douée  d'un  point  {m  —  1)  uple 
se  compose  d'une  courbe  et  d'un  système  de  droites,  car  une 
génératrice  du  cône  coupe  encore  une  fois  la  surface,  sauf  si 
elle  est  tout  entière  sur  la  surface  (l). 

125.  G.  H.  Halplien  (2)  énonce  la  définition  suivante: 
«  une  courbe  algébrique  est  le  lieu  d'un  point  dont  les 
■»  coordonnées  rectilignes  sont  des  fonctions  algébriques  d'une 
"  même  variable  «. 

Voilà  délimité  avec  précision  l'objet  à  étudier,  si  le  mot 
«fonction  algébrique»  a  un  sens  précis, ce  que  nous  examinerons 
bientôt. 

Seulement  Halphen  ne  s'appuie,  pas  sur  cette  définition,  mais 
bien  sur  la  représentation  par  cône  et  monoïde  de  Cajlej  ;  il  dit, 
à  propos  du  théorème  de  Bezout  (note  de  la  p.  10)  :  «  dans 
»  Salmon  cette  proposition  est  un  postulat;  en  réalité,  elle  se 
^'  démontre  de  bien  des  manières  et  elle  devient  évidente  quand 
^'  on  emploie  le  mode  de  représentation  au  moyen  des  surfaces 
»  monoïdes  ».  Puis,  plus  loin  (p.  19),  après  avoir  rappelé, 
sans  démonstration,  la  méthode  de  Cayley,  Halphen  ajoute  : 
"  toute  courbe  devenant,  par  l'adjonction  de  lignes  droites, 
t:  l'intersection  complète  de  deux  surfaces,  le  principe  relatif 
»  au  nombre  des  intersections  d'une  courbe  et  d'une  surface 
■»  devient  évident.  »    Par  malheur,   Cayley  s'est   .servi,  nous 


(1)  E.  Pascal,  Repert.  t.  II,  p.  585  appelle  variété  algébrique  à  k 
■dimensions  et  d'ordre  v  un  espace  à  k  dimensions  contenu  dans  l'espace 
Rn  et  tel  que  tout  espace  linéaire  Rn  —  k  le  coupe  en  ijénéral  en  k  points 
différents:  c'est  encore  prendj-e  le  théorème  de  Bezout  ou  plutôt  le  cas 
particulier  relatif  aux  sections  planes. 

(2)  Journ.  Ec.  polytechn.  52®  cahier  18S2. 
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venons  de  le  voir,  de  ce  principe  même,  pour  établir  sa 
représentation,  et,  Halphen  tourne  dans  un  cercle  vicieux,  ou 
plutôt  sa  définition  n'est  qu'apparente  et  sa  classification 
célèbre  s'applique  aux  courbes  définies  par  le  théorème  de 
Bezout,  ou  plus  exactement  aux  courbes  représentées  par  côno 
et  monoïde(i). 

Môme  remarque  pour  E.  Picard  (2)  qui  dit  :  "  nous  allons 
•!  nous  borner  aux  courbes  gauches  algébriques  :  x,  y,  z  sont 
^.  alors  des  fonctions  algébriques  arbitraires  d'un  paramètre  t  ^^. 
Mais  E.  Picard  ne  se  sert  pas  de  cette  définition  ;  dans  ses 
pp.  348-350  les  fonctions  pourraient  être  transcendantes  et,  à 
partir  de  la  p.  350,  il  suit  un  ancien  mémoire  de  Cayley  (Journ. 
Liouville  1845)  qui  suppose  les  courbes  définies  par  le  théorème 
de  Bezout. 

Dans  la  représentation  par  cône  et  monoïde,  la  courbe,, 
avons-nous  vu,  est,  ou  bien  l'intersection  totale  de  deux 
surfaces,  ou  bien  l'intersection  partielle,  le  résidu  étant 
constitué  par  des  droites.  M.  Noether  (3i  prend  pour  définition 
générale  explicite  des  courbes  gauches  algébriques,  l'intersection 
totale  ou  partielle  de  deux  surfaces  algébriques. 

Or,  l'intersection  totale  de  deux  surfaces  se  projette,  d'un 
point  arbitraire,  sur  un  plan  quelconque,  suivant  une  courbe  ou 
un  système  de  courbes  dont  on  obtient  facilement  l'équaiion  p:ir 
l'élimination  d'une  variable. 

Si  la  réduction  de  cette  équation  est  possible,  chacune  des- 
courbes planes  partielles  cp  est  la  projection  d'une  courbe 
gauche  Cg,  intersection  partielle  de  deux  surfaces  données. 
Chacune  de  ces  courbes  gauches  a  une  correspondance  unidéter- 
minative  avec  une  courbe  plane  ;  car  (4)  l'élimination  d'une 
variable  entre  deux  équations  est  la  recherche  de  la  condition 
pour  l'existence  d'une  racine  commune,  et  l'on  sait  (voir  un 
chap.  antér.)  que  cette  racine  commune  s'exprime  rationnel- 
lement au  moyen    des    coeflîîcients    des   équations;   ainsi    les 


(1)  Ceci  est  aussi  le  cas  pour   E.  Picard  et  G.   Simart.   Théorie  des 
fonct.  alg.  de  2  var.  indép.  t.  I,  p.  212. 

(2)  Traité  d'Analyse,  V^  édit.  t.  I,  p.  348. 

(3)  Journ.  f.  Math.  t.  93. 

(4)  Le  raisonnement  qui  suit  est  une  simple  esquisse.  Plus  loin,  nous  le 
retrouverons  avec  plus  de  détail  et  de  précision. 
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coordonnées  des  points  de  Cg  sont  fonctions  rationnelles  do- 
celles  de  Cp  Cette  propriété  peut  à  son  tour  être  prise  pour 
définition  des  courbes  gauches  algébriques;  M.  Noether  l'adopte 
dans  la  seconde  partie  de  son  mémoire. 

Î26.  P.  Appell  et  E.Goursat  (Fonct.algob.p.433)  choisissent 
cette  même  définition  et  posent 

X  --==  /{:.,  u),         Y  =  -^  {:.,  u),        Z  =  l  (z,  u) 

F  :..  u)  -=  0 

où  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
gauche,  /, 'f, '^  des  fonctions  rationnelles,  et  F{z,iC)  =  {\ 
l'équation  delà  courbe  plane  d'ordre  m  (v.  aussi  Picard-Simart, 
I,  p.  213). 

Rapprochons  cette  définition  de  celle  de  G.  H.  Halphen  vue 
plus  haut.  Par  les  relations  ci-dessus,  X  est  certainement  une 
fonction  algébrique  de  z,  puisque  l'on  peut  éliminer  u  entre 
X  -=  f  {z,  u)  et  F  (z,  u)  =  0,  ce  qui  donne  un  polynôme  en  X 
et  ^  égalé  à  zéro,  et  c'est  là  ce  qui  caractérise  une  fonction 
algébrique;  mais  ces  fonctions  sont  à  m  déterminations,  et  la 
courbe  gauche  établit  une  correspondance  entre  les  diverses 
déterminations  de  A',  Y,  Z,  fonctions  algébriques  de  z.  Ainsi 
une  courbe  gauche  algébrique  n'est  pas  seulement  le  lieu  des 
points  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  algébriques 
d'un  paramètre,  mais  des  fonctions  algébriques  dont  les 
déterminations  multiples  sont  associées  une  à  une.  Sans  doute 
chaque  détermination  d'une  fonction  algébrique  de  z  est  une 
fonction  de  ?  ;  mais  si  l'on  veut,  sans  crainte  d'ambiguité, 
appliquer  le  terme  de  fonction  algébrique  à  chacune  des 
déterminations,  il  est  désirable  qu'on  en  fasse  la  convention 
expresse. 

Lorsque  l'on  a  représenté  la  courbe  gauche  par  les  équations 
ci-dessus,  on  doit  se  demander  si  réciproquement  elle  est 
toujours  intersection  totale  ou  partielle  de  deux  surfaces 
algébriques.  La  réponse  est  aisée,  car  en  éliminant  z  et  u  entre 
trois  des  quatre  équations,  on  a  un  cylindre  X  (A,  7)  ^  0 
circonscrit  à  la  courbe  ;  on  en  a  un  autre  a  {X,  Z)  =  0  en 
choisissant  autrement  trois  des  quatre  équations. 

Eliminer  deux  inconnues  entre  trois  équations  est  une 
opération  qui  se  définit  avec   rigueur  et   s'eflectue    par  des. 
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Tûoyens  signalés  dans  nos  chapitres  précédents.  La  courbe  en 
général  est  seulement  l'intersection  partielle  des  deux  cylindres, 
car  une  génératrice  du  premier  perce  plusieurs  fois  le  second  et 
ne  contient  qu'un  point  de  la  courbe,  puisque  l'élimination 
donne  les  conditions  pour  que  les  trois  équations  considérées 
soient  satisfaites  en  général  par  un  seul  système  de  valeurs  de 
js  et  u.  Ces  valeurs,  on  s'en  souvient,  s'expriment  en  fonctions 
rationnelles  de  Z  et  F;  la  substitution  dans  Z  =  <]>  (j,  u)  donne 
la  monoïde  qui,  avec  le  cylindre  a  (A',  Y)  =  0  représente  la 
courbe;  mais  avec  des  droites  parasites;  on  est  ainsi  ramené  à 
la  représentation  de  Cayley.  Toutefois,  ceci  suppose  que  le 
cylindre  ou,  si  l'on  passe  aux  coordonnées  homogènes,  le  cône 
perspectif  n'a  pas  toutes  ses  génératrices  plurisécantes;  et  un 
exemple  simple,  la  biquadratique  de  première  espèce,  montre  que 
cette  exception  peut  se  présenter;  il  est  possible  d'y  échapper 
en  choisissant  bien  le  sommet  du  cône,  car  tous  les  cônes 
perspectifs  ne  peuvent  se  trouver  dans  le  cas  exceptionnel,  sans 
quoi  la  courbe  aurait  une  double  infinité  de  points  :  tous  les 
rayons  issus  d'un  point  A  de  la  courbe  la  rencontreraient  encore. 

Cette  remarque  achève  de  montrer  que  la  représentation  par 
cône  et  monoïde,  donc  aussi  la  classification  de  Halphen, 
s'appliquent  à  toutes  les  courbes  intersections  totales  ou 
partielles  de  deux  surfaces. 

Nous  avons  indiqué  deux  cylindres  X(X,  Y)==0,  [x  {X,  Z)  =  0 
contenant  la  courbe  gauche,  on  peut  en  former  un  troisième  de 
la  même  manière.  Parfois  ces  trois  surfaces  ne  suffisent  pas  à 
isoler  la  courbe  gauche.  La  question  de  savoir  quel  système  de 
surfaces  circonscrites  suffit  à  représenter  une  courbe  gauche, 
sans,  aucun  point  extérieur,  se  ramène  à  la  recherche  des 
conditions  pour  que  quatre  équations  soient  satisfaites  par  un 
même  système  de  valeurs  de  z  et  u.  C'est  le  problème  de 
l'élimination  ;  il  a  été  résolu  pour  Kronecker  et  l'application  aux 
courbes  gauches  s'énonce  :  toute  courbe  gauche  algébrique 
est  déterminée  par  quatre  surfaces  circonscrites  au  plus. 

Provisoirement,     nous    ne     donnons     que    l'énoncé  ;    nous 

reviendrons  sur  la  démonstration.  Un  exemple  simple,  devenu 

classique,  d'une  courbe  gauche  ne  pouvant  pas  être  représentée 

par  trois  surfaces  circonscrites  a  été  donnée  par  Vahlen  (Journ. 

f.  Math.  t.  108). 
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127.  Les  llléories  de  Kronecker  donnent  au  mot  élimination 
toute  l'extension  possible;  par  suite  elles  s'appliquent  à  des 
•objets  dont  les  courbes  gauches  ne  sont  qu'un  cas  très 
particulier;  ce  sont  les  variétés  algébriques. 

Une  voTiété  algébrique  est  l'ensemble  des  points  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  un  système  d'équations  algébriques, 
-dans  lesquelles,  outre  les  coordonnées,  peuvent  figurer  des 
paramètres  indéterminés. 

On  observe  immédiatement  ceci  :  il  peut  se  faire  que  les 
points  satisfaisant  à  ce  système  d'équations  ne  dépendent  pas 
-tous  de  la  variation  du  même  nombre  de  variables  arbitraires, 
mais  se  distribuent  en  diverses  totalités  dépendant  lespcctive- 
ment  de  divers  nombres  de  ces  variables  arbitraires,  autrement 
dit  de  diverses  dimensions. 

Les  courbes  gauches  algébriques  sont  donc  les  variétés 
algébriques  à  une  dimension  de  l'espace  à  trois  dimensions. 

Chacune  des  variétés  partielles  vérifiant  un  système 
d'équations  algébriques  est  représentable  à  elle  seule  par  un 
système  d'équations  du  même  type.  La  chose  a  été  démontrée 
par  L.  Kronecker  dans  un  mémoire  difficile  à  lire  (Grundzùge 
einer  arithmetischer  Théorie...  J.  f.  Math.  t.  92);  des  exposés 
pius  accessibles  sont  donnés  par  ,J.  Molk,  par  J.  Kônig,  etc.^ 
mais  ces  ouvrages  contiennent  tout  un  corps  de  doctrine,  et  leur 
«tendue  jusqu'au  passage  à  utiliser  est  telle  qu'on  ne  peut 
songer  à  les  intercaler  dans  un  travail  consacré  aux  courbes 
-algébriques;  c'pst  pourquoi  les  géomètres  se  contentent  d'y 
renvoyer. 

Toutefois,  il  ne  semble  pas  impossible  de  donner,  en  peu  de 
mots,  une  idée  du  procédé  :  soient 

Fi  {.c,  y,z;  l,  a,  v,  ...)  =  0        (é  =  1,  2,  ...  n) 

n  équations  entières,  non  homogènes  en  oc,  y,  z\  X,  ix,  v,  ...  à 
coeflScients  réels  ou  imaginaires.  Les  systèmes  de  valeurs  de 
^,  y>  2;  '^,  1-^,  '',  ...  qui  les  vérifient  simultanément  peuvent  être 
envisagés  de  deux  manières  : 

Ou  bien  toutes  les  lettres  sont  des  coordonnées,  et  les 
équations  simultanées  représentent  des  variétés  de  diverses 
dimensions  dans  un  espace  quelconque.  Ou  bien  l'on  ne 
considère  que  certaines  lettres  comme  coordonnées  cartésiennes. 
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par  exemple  œ,  y,  z,  dans  l'espace  ordinaire  donc,  et  l'on- 
envisage  les  systèmes  de  valeurs  de  ^r,  y,  z  qui,  avec  des  valeurs 
convenables  des  paramètres  X,  jj.,  v,  ...  satisfont  aux  équations  ; 
ces  systèmes  se  distribuent  aussi  en  variétés,  savoir  des  groupes 
de  points,  des  courbes,  des  surfaces  ou  des  familles  de  surfaces 
algébriques.  La  distinction  entre  variables  et  paramètres  n'est 
pas  essentielle  ;  elle  porte  seulement  sur  l'énoncé  des  problèmes 
à  résoudre . 

On  procède  à  l'étude  des  variétés  par  l'élimination  des 
paramètres.  Mais  on  doit  d'abord  supposer  les  fonctions  Fi  sans 
facteurs  multiples,  car  si  l'on  a  Fi  =  A^  B?  ;  tout  système  de 
valeurs  annulant  A^  ou  5?  annule  A  ow  B\  donc  on  ne  diminue 
pas  le  nombre  de  ces  systèmes  de  valeurs  en  remplaçant  F,  par 
A.B.  En  algèbre,  la  suppression  des  facteurs  multiples  n'esD 
pas  réputée  accomplie  tant  qu'elle  n'est  pas  ramenée  à  un^ 
nombre  fini  d'opérations  praticables;  en  géométrie,  on  se 
contente  habituellement  de  savoir  que  l'on  représente  toutes  les 
variétés  algébriques,  aussi  bien  par  l'ensemble  des  systèmes  de 
fonctions  sans  facteurs  multiples  que  par  l'ensemble  de  tous  les 
systèmes  de  fonctions. 

Pareillement,  les  polynômes  F  sont  supposés  débarassés  de- 
facteurs  communs;  ces  facteurs,  suivant  qu'ils  contiennent  ou 
non  des  paramètres  >^,  jj-,  v,  ...  s'annulent  chacun  pour  une 
famille  de  surfaces  ou  pour  une  surface. 

128.  L'élimination  des  paramètres  s'effectue  de  proche 
en  proche.  On  doit  éliminer  d'abord  par  exemple  X  entre  toutes 
les  équations  données;  on  a  vu  dans  un  chapitre  antérieur, 
comment  se  fait  cette  opération.  Il  ne  suffirait  pas,  comme 
certains  auteurs  l'affirment  erronément,  de  combiner  les 
équations  deux  à  deux;  car  il  se  peut,  dans  le  cas  de  trois 
équations,  que  F\  et  F^  aient  un  commun  diviseur  /,  F^  et 
F^  en  diviseur  g,  Fy  et  F^  un  diviseur  h  sans  que  les  trois 
polynômes  aient  un  diviseur  commun. 

Au  contraire,  la  méthode  exposée  dans  un  de  nos  chapitres 
précédents  conduit  à  une  matrice  résultante  indépendante  de  À  ; 
celle-ci  s'annule  quand  tous  les  polynômes  ont  un  facteur 
commun,  au  moins  du  premier  ordre. 

Au  préalable,  il  est  utile  de  rendre  les  formes  régulières  par 
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rapport  à  toutes  les  variables,  coordonnées  ou  paramètres.  Ceci 
présente  un  double  avantage.  D'abord  des  formes  régulières 
n'ont  évidemment  que  des -diviseurs  réguliers.  Par  suite,  pour 
savoir  si  des  polynômes  ont  un  diviseur  commun  en  X,  \x,  v,  ... 
.'',  i/,  ;,  il  suffit  de  voir  si  elles  en  ont  un  en  À.  La  théorie 
de  la  matrice  résultante  reste  applicable  si  les  coefficients 
contiennent  d'autres  indéterminées;  seulement,  lorsque  l'on 
parle  de  l'évanouissement  de  la  matrice  résultante,  c'est  de 
l'évanouissement  identique  qu'il  s'agit  :  dans  cette  théorie, 
toutes  les  égalités  sont  des  identités  (par  exemple,  si  un 
polynôme  F  se  décompose  en  deux  facteurs  G,  H,  il  est 
identique  au  produit  GH). 

En  second  lieu,  la  matrice  résultante  fournit  les  conditions 
cherchées  :  et  quand  ces  conditions  sont  satisfaites,  elle  donne 
aussi,  comme  on  l'a  vu,  le  diviseur  commun  sous  forme  d'un 
polynôme  en  À,  à  coefficients  entiers  en  a,  >,  ...  œ,  y,  z.  Mais 
comme  une  forme  régulière  n'a  que  des  diviseurs  réguliers,  ce 
polynôme  en  X  est  divisible  par  le  coefficient  de  son  premier 
terme;  après  suppression  de  ce  facteur,  on  obtient  seulement  le 
diviseur  commun  régulier. 

Enfin  si  la  matrice  résultante  n'est  pas  identique  à  zéro,  elle 
s'annule  pour  certains  systèmes  de  valeurs  de  a,  -i,  ...  x,  y,  z; 
ceux-ci,  avec  une  valeur  au  moins  de  À,  annulent  les  polynômes 
donnés.  En  particulier,  si  les  déterminants  R,  extraits  de  la 
matrice  résultante  ont  un  ou  plusieurs  facteurs  communs,  ce  que 
l'on  aperçoit  en  les  traitant  comme  les  polynômes  Fi,  ces 
facteurs  égalés  à  zéro  représentent  des  surfaces  dont  les  points 
annulent  les  F,  ;  on  peut  supprimer  ces  facteurs  comme  étrangers 
à  la  question  des  courbes  gauches.  Soient  donc 

G,  {x,  y,  z;  a,  v,  ...) 

ces  polynômes  débarassés  de  leurs  facteurs  communs.  Les  mêmes 
opérations  leur  font  perdre  successivement  les  paramètres 
[X,  V,  ...;  à  chaque  étape,  on  pourra  peut-être  détacher  des 
variétés  qui  seront  nécessairement  des  surfaces  ou  des  familles 
de  surfaces. 

On  arrive  ainsi  à  des  polynômes  Ht  ne  contenant  que  les 
coordonnées  x,  y,  z  et  qui  peuvent  remplaceras  formes  Fi  pour 
la  représentation  des  courbes  gauches  et  des  groupes  de  points 
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isolés  satisfaisant  éventuellement  aux  relations  Fi  =  0.  Ainsi 
les  courbes  gauches  envisagées  comme  des  variétés  algébriques 
rentrent  dans  la  définition  des  intersections  totales  ou  partielles 
de  surfaces  et  nous  pourrions  renvoyer  à  ce  que  nous  en  avons 
dit  un  peu  plus  haut.  Cependant  nous  reprendrons  ici  cet  exposé 
pour  le  rendre  plus  précis  et  pour  indiquer  les  précautions  à 
prendre  dans  la  suite  des  calculs. 

Entre  les  équations  Hi  =  0  éliminons  c  Ceci  donne  une 
matrice  K,  et  soient  Ki  les  déterminants  qu'on  en  extrait;  ici  se 
fait  sentir  la  distinction  entre  coordonnées  et  paramètres,  car 
au  lieu  de  rejeter  les  facteurs  communs  aux  fonctions  K,  {œ,  y), 
on  portera  son  attention  sur  ces  facteurs. 

Soit  L  {oc,  y)  un  de  ces  facteurs  irréductibles;  rcndons-le 
régulier  et  supposons  la  transformation  nécessaire  faite  dès 
l'origine.  Tout  système  de  valeurs  qui  annule  L  satisfait  aux 
équations  Hi  =  0  avec  une  valeur  de  z  en  général.  D'ailleurs,  les 
systèmes  {x,  y)  annulant  L  ne  peuvent  pas,  avec  toute  valeur 
de  3r,  annuler  les  H;  car  alors  L  (œ,  ij)  serait  facteur  commun 
des  polynômes  Ri.  En  efiet,  divisons  Hi  par  L,  en  ordonnant 
par  rapport  à  œ,  et  multipliant  le  dividende  par  un  facteur  qui 
empêche  les  fractions  au  quotient  ;  on  a  l'identité 

AH,  =  L  '  q  -\-  r\ 

les  valeurs  annulant  L,  avec  toute  valeur  de  z,  annulent  //,, 
doncr;  ainsi,  pour  toute  valeur  de  y  et  de  c,  les  polynômes 
L  et  r  en  x,  dont  le  second  de  degré  inférieur  au  premier,  ont 
le  même  nombre  de  racines;  donc  le  second  a  ses  coefficients 
nuls,  pour  tout  y  et  tout  z,  c'est-à  dire  que  r  est  identique  à 
zéro. 

Cela  signifie  que  l'on  est  parvenu  à  une  étape  où  les  facteurs, 
tels  que  L,  donnent  des  courbes,  tandis  que  les  précédentes 
donnaient  des  surfaces  et  familles  de  surfaces,  et  la  suivante 
donnera  des  groupes  de  points.  Cela  signifie  encore  que  les 
seules  variétés  à  deux  dimensions  sont  les  surfaces  algébriques 
représentées  chacune  par  une  équation  entière  en  x.,  t/,  *.  Et  si 
l'on  avait  opéré  dans  le  plan,  on  aurait  trouvé,  pour  seules 
variétés  à  une  dimension,  les  courbes  algébriques  planes,  ce 
que  nous  avons  établi  d'une  autre  manière  dans  un  chapitre 
antérieur. 
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L'égalité  L  (ce,  i/)  =  0  représente  un  cylindre  projetant  une 
ou  plusieurs  des  courbes  gauches  du  système  initial  :  une 
courbe,  si  un  système  arbitraire  de  œ  et  y  annule  les  B  avec 
une  valeur  de  c.  En  tout  cas,  le  système  H,=^0,  L  =  0 
représente  une  ou  plusieurs  courbes  algébriques  gauches. 

Passons  aux  coordonnées  tétraédriques  j?i,  œ.^,  x-^,  x^,  en 
prenant  pour  sommet  x^  x.^  x^  un  point  arbitraire  de  l'espace,  et 
regardons  x^  comme  un  paramètre  :  nous  avons  la  représentation 
en  coordonnées  X\,x.i,x^,  homogènes  du  cône  perspectif  aux 
courbes  considérées,  ou  de  la  projection,  dans  le  plan  x^,  de  la 
courbe  gauche  ou  des  courbes  gauches  considérées.  Ceci  est  une 
variété  à  une  dimension  donc  représentable  par  une  seule 
équation;  cette  équation  reste  unique  dans  toute  transformation 
ultérieure  de  coordonnées,  mais  n'est  peut-<Hre  pas  irréductible. 

Pour  achever  de  séparer  les  courbes  gauches  algébriques,  il 
faut  leur  donner  une  correspondance  unidéterminative  avec  une 
courbe  plane  irréductible.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
toute  génératrice  du  cylindre  L  {x,  y)  contienne  deux  points 
A,  B  des  courbes  gauches  placées  sur  ledit  cylindre.  Formons 
les  cônes  perspectifs  de  sommets  A,  B,  ces  deux  cônes  sont  des 
surfaces  en  nombre  fini  et  il  existedes  points  extérieurs;  prenons 
un  de  ces  derniers  points  S  pour  centre  de  projection  :  nous 
aurons  pour  la  partie  de  courbe  qui  contient  A,  un  rayon  SA  du 
cône  5  ne  contenant  qu'un  point  de  la  partie  de  courbe,  et  de 
même  pour  SB;  suivant  donc  que  le  cône  ^'  est  réductible  ou 
non,  la  courbe  gauche  considérée  est  unique  ou  non. 

La  séparation  étant  terminée,  on  peut  passer  à  la  représentation 
de  chaque  courbe  c,  par  cône  et  monoïdê,  comme  il  est  dit  plus 
haut.  On  peut  aussi  projeter  c  de  deux  centres  tels  que  S;  les 
deux  cônes  se  coupent  suivant  la  courbe  c  et  un  résidu  d  ;  car  si 
les  cônes  avaient  une  surface  commune,  le  sommet  de  l'un 
serait  sur  l'autre,  ce  qu'on  peut  éviter.  Un  troisième  cône  pareil 
S"  peut  être  choisi  de  manière  à  ne  couper  d  qu'en  des  points 
isolés  Pi,  P.2,  P3,  ...  Pk  ;  car  si  les  cônes  S,  S',  S"  ont  en 
commun  une  partie  d'  de  d,  soit  M  un  point  arbitraire  de  0^'; 
M  est  sur  le  cône  du  sommet  S",  donc  *S"  est  sur  le  cône 
perspectif  à  c  du  sommet  M;  on  peut  éviter  ceci  en  prenant 
successivement  M  sur  chacune  des  courbes  gauches  algébriques 
irréductibles,  en  nombre  fini,  constituant  le  résidu  d. 
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Enfin,  les  cônes  perspectifs  à  c  de  sommets  P,.  P2.  P3,  ...  Ph, 
sont  en  nombre  fini  et  il  existe  des  points  extérieurs  à  tous 
ces  cônes.  Prenons  un  de  ces  points  pour  sommet  *S""  d'un 
quatrième  cône;  alors  on  a  quatre  cônes  n'ayant  en  commun 
que  la  courbe  c.  Rapproclié  de  l'exemple  donné  par  Vahlen, 
ceci  établit  le  théorème  :  toute  courbe  algéb)vque  gauche 
est  représentable  par  quatre  surfaces  algébriques 
circonso^ites  au  plus. 

129.  Voici  quelques  remarques  : 

Au  lieu  du  procédé  de  la  matrice  résultante,  Kronecker  use 
d'une  méthode  un  peu  difiérente;  nous  avons  indiqué  déjà, 
dans  un  cliapitre  précédent,  l'avantage  du  cliemin  que  nous 
avons  suivi. 

De  même  pour  écliapper  à  la  situation  exceptionnelle  des 
cônes  projetants,  on  a  recours  d'habitude  à  la  substitution  de 
Liouville,  de  manière  à  prendre  pour  sommet  du  cône  un  point 
variable  (l).  L'exposé  ci-dessus  montre  comment,  à  notre  avis, 
cette  substitution  peut  être  évitée. 

On  observera  aussi  que  l'élimination  d'une  coordonnée 
équivaut  à  projeter  d'un  point,  les  courbes  faisant  partie  d'une 
variété  algébrique  composée.  La  réductibilité  du  cône,  si  le 
sommet  est  convenablement  clioisi,  permet  la  séparation  des 
courbes  gauches. 

Au  lieu  d'associer  la  formule  L  {x,  y)  =  0  aux  équations 
Bi  =  0,  on  peut  s'exprimer  ainsi  :  bien  que  les  équations 
H,  =  0  n'aient  pas  de  diviseur  commun  en  x,  y,  z,  pour  tout 
système  de  valeurs  qui  annule  L,  les  équations  ///  en  c  ont  une 
racine  commune  d'où  un  point  de  la  courbe  gauche.  Cette 
variante,  de  pure  forme,  n'a  rien  d'essentiel. 

130.  Les  calculs  à  effectuer  dans  cette  théorie  étant  des 
éliminations,  on  aboutit  toujours  à  une  matrice.  Donc,  toute 


(1)  La  substitution  de  Liouville  substitue  au  plan  x  =  0  un  plan  indé- 
terminé ;  par  élimination  de  s,  on  projette  sur  le  plan  5  =  0.  d'un  point 
variable  de  l'infini  du  plan  y  =  0.  Or  pour  un  point  arbitraire  de  rinfini 
du  plan  î/  =  0^on  ne  peut  avoir  00  bisécantes,  car  soit  A  un  point  de  la 
courbe;  joignons-le  aux  centres  de  projection  :  la  courbe  est  plane,  l'équa- 
tion de  son  plan  est  y  ---•  const.  et  le  polynôme  L  {x,  y)  n'est  pas  régulier. 
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■courbe  algébrique  gauche  est  représentable,  complètement 
et  seule,  par  une  matrice  égalée  à  zéro. 

D'ailleurs,  si  Sj,  S.^,  S-^,  S^  sont  les  quatre  surfaces  qui  la 
caractérisent,  il  est  naturel  d'écrire 

Il   Si        S.^        iSa        ^4      =  0. 

On  a,  dans  le  présent  travail,  des  exemples  de  courbes 
algébriques  gauches  représentées  par  une  matrice  ayant  une 
colonne  de  plus  que  son  nombre  de  lignes;  —  d'autres  qui  ne 
peuvent  admettre  cette  représentation,  mais  qui  répondent  à 
une  matrice  ayant  deux  colonnes  de  plus  que  de  lignes. 

C'est  une  question  non  résolue,  de  savoir  s'il  y  a  des  courbes 
non  représentables  par  cette  dernière  forme  et  exigeant  trois 
■colonnes  de  plus  que  de  lignes. 

Appelons  courbe  du  ni^™®  étage  une  courbe  gauche 
représentable,  seule  et  totalement,  par  une  matrice  où  le 
nombre  de  colonnes  dépasse  de  n  unités  le  nombre  de  lignes,  et 
non  représentable  par  une  matrice  où  cette  différence  entre  les 
nombres  clc  lio:nes  et  colonnes  est  inférieure  à  n. 

Alors  les  développements  précédents  établissent  ces  deux 
théorèmes  : 

It  n'y  a  pas  plus  de  trois  étages  de  courbes  gauches 
algébriques. 

Il  existe  des  com^bes  gauches  du  premier  et  du  second 
étage . 

Il  reste  indécis  s'il  existe  des  courbes  du  troisième  étage.  Ce 
qui  peut  faire  douter,  c'est  l'exemple  de  la  cubique  gauche  : 
bien  que  définie  par  trois  surfaces  circonscrites,  elle  est  du 
])remier  étage.  Il  n'est  pas  impossible  que  les  courbes  définies 
par  quatre  surfaces  soient  du  second  étage;  en  tout  cas,  c'est 
une  question  à  examiner  et  peut-être  une    question    difficile. 
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